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ESTIMATIONS NUMERIQUES D’INTEGRALES

Objectifs

Le fil conducteur de ce sujet est le calcul approché d’intégrales.

La partie I est indépendante des autres parties. A travers 1’exemple de I’intégrale de Gauss, on utilise
des suites de fonctions et on « permute limite et intégrale ».

Les parties 1I et III peuvent étre traitées de maniere indépendante. La partie IV utilise des résultats
des parties II et III.

Les parties II, III et IV traitent de I’utilisation des polyndmes interpolateurs pour le calcul approché
d’intégrales : on présente le principe des méthodes de quadrature, dites de Newton-Cotes, ainsi qu’ un
raffinement avec la méthode de quadrature de Gauss.

Le sujet comporte aussi quelques questions notées Informatique portant sur le programme «informa-
tique pour tous». Les algorithmes demandés doivent étre écrits en langage Python.

Notations

— Si f est une fonction réelle bornée sur [a, b] avec a < b, on pose :

1/l = sup [f(x)l.

x€la,b]

— On note R,[X] I’ensemble des polyndmes a coeflicients réels de degré inférieur ou égal a n.
On pourra confondre les expressions « polyndmes » et « fonctions polynomiales ».

Partie I - « Permutation limite-intégrale » et intégrale de Gauss

1
I= f e dx.
0

On considere I’intégrale de Gauss :

1.1 - Utilisation d’une série entiere

Q1. Démontrer a I’aide d’une série entiere que :

] = . &
Zi2n+ D!

On pose pour n € N :

n (—l)k
Sp = _—
k:O 2k + Dk!
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Q2. Justifier que pour toutn € N,ona:

1

I-5)< .
I=sl< G mms 0!

Q3. Informatique : écrire une fonction récursive factorielle qui prend en argument un entier

naturel n et renvoie 1’entier n!.

Q4. Informatique : en déduire un script, qui détermine un entier N, tel que | — sy| < 107°.

1.2 - Utilisation d’une autre suite de fonctions

Pour tout n € N*, on définit sur [0, +oo[ la fonction f, par :
x2\"
Ju(x) = (1 - —) :
n

QS. Déterminer, en détaillant, la limite simple de la suite de fonctions (f;,),en-

Q6. Soit n € N*. Démontrer que ¥Yx € [0, 1], [f,(x)] < e .

En déduire que :
. (n) (=1f
I=1 _.
s - (k) 2k + 1)

Partie II - Notion de polynome interpolateur

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne n + 1 points xy, x1, ..., X, dans [a, b], deux a
deux distincts.

On appelle polyndéme interpolateur de f aux points x;, un polyndme P € R,[X] qui coincide avec f
aux points x;, ¢’est-a-dire tel que pour tout i € [0, n]l, P(x;) = f(x;).

I1.1 - Existence du polynéme interpolateur

Pour tout entier i de [0, n]], on définit le polyndme /; de R,,[X] par :

n
X—Xk

Xi— X

l(X) =

k=0
k#i

On pose :
Li(f) = ) Fob0).
i=0

Q7. Démontrer que L,(f) est un polyndme interpolateur de f aux points x;, puis démontrer I’unicité
d’un tel polynéme.

Un tel polyndme est appelé polyndome interpolateur de Lagrange.
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I1.2 - Calcul effectif du polynome interpolateur de Lagrange

Q8. Informatique : si yy, . ..,y, sont des réels, le polyndbme P = Z vil;(X) est I’'unique polyndéme
i=0
de R,[X] vérifiant P(x;) = y; pour tout i. Ecrire en langage Python une fonction lagrange
qui prend en arguments x une liste de points d’interpolations x;, y une liste d’ordonnées y; de
méme longueur que x, a un réel, et qui renvoie la valeur de P en a.
Par exemple,six = [-1, O, 1]lety = [4, 0, 4], on montre que P = 4X? et donc
P(3) = 36. Ainsi, lagrange(x, y, 3) renverra 36.

Q9. Informatique : chercher le polyndme interpolateur P = ay + a; X + - - - + a,X" de f aux points

x; revient aussi a résoudre le systeéme linéaire suivant d’inconnues ay, . .., a, :
P(xo) = f(xo) aop f(xo)
: = V|:|= :
P(x,) = f(x) ay S (x)

ou V est une matrice carrée de taille n + 1.
Déterminer la matrice V et indiquer la complexité du calcul en fonction de n, lorsque I’on
résout ce systeme linéaire par la méthode du pivot de Gauss.

I1.3 - Expression de I’erreur d’interpolation

On suppose, en plus dans cette partie, que f est de classe C"*' sur [a, b]. On rappelle que L,(f) est
son unique polyndme interpolateur aux points Xx;.

On note o = {xy, ..., x,} 'ensemble des points d’interpolations et 7. le polyndome de R,,{[X] défini

par :
.= | |x-x.
i=0

On veut démontrer pour tout réel x € [a, b], la propriété suivante notée P, :

f(n+1)(cx)

n+ D

dc, €la,bl, f(x)— L,(f)(x) = (x).

Q10. Résultat préliminaire : soit p € N*. Démontrer que si ¢ : [a,b] — R est une fonction p-fois
dérivable qui s’annule p + 1 fois, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢”(c) = 0.

Q11. Justifier que pour tout x € o, la propriété P, est vraie.

On fixe x un réel de [a, b] qui n’est pas dans o. Soit A un réel. On définit sur [a, b] une application F
par :

F) = f(1) = La(/)@®) — An(1).

Q12. Déterminer un réel A de sorte que F(x) = 0. On choisira alors A de cette facon.

Q13. Démontrer que F s’annule n + 2 fois et en déduire que P, est vraie.
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Q14. Justifier que la fonction f*! est bornée sur [a, b] et en déduire un réel positif K indépendant
de n tel que :

Kn+l
If = Lol < Gy P

Q15. En déduire que si f est la fonction sinus, la suite (L, (f)),en converge uniformément vers f sur
[0, 27].

Q16. On définit f sur [—1, 1] par f(x) = Démontrer a 1’aide d’une série entiere que :

1+ x2
Yk e N, || £%9|, = @k

Cette derniere inégalité montre que la quantité || f (”“)Hc><> peut étre grande et cela peut empécher parfois
la convergence de la suite de polyndmes interpolateurs. Ceci est appelé le phénomene de Runge.

Partie III - Famille de polynomes orthogonaux

On munit R[X] I’espace des polyndmes a coeflicients réels du produit scalaire (-, -) défini par :

pour tout polyndme P et Q de R[X] :
1
r.0) = [ oo
-1

On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base canonique (1, X, X?,...) de
R[X]. On obtient donc une famille orthonormée de polynémes (P, Py, P,, . ..) vérifiant :

VkeN, Vect{l,X,...,X*} = Vect{Py, Py,...,P).

Le polyndme P, s’appelle le polyndome de Legendre d’indice n.
Q17. Calculer Py et P;.

Q18. Justifier que pour n > 1, le polyndme P, est orthogonal a R,,_;[X]. Démontrer que le polyndme
P, est de degré n.

On prend n > 1. On veut démontrer que P, admet n racines simples dans [-1, 1].

1

Q19. Justifier que f P,(t)dt = 0 et en déduire que P, admet au moins une racine dans [—1, 1].
-1

Supposons par 1’absurde que P, admet strictement moins de » racines simples. Si P,, admet des racines
t1,...,t, de multiplicité¢ impaire avec p < n, on pose Q = (X —1;)...(X —1,); sinon, on pose Q = 1.
On considere enfin le polyndme H = QP,,.

1
Q20. Justifier que H(t)dt = 0, puis conclure (on pourra remarquer que H est de signe constant

sur [—1,1]).
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Partie IV - Méthodes de quadrature

Dans cette partie, nous allons voir comment les polyndmes interpolateurs de Lagrange peuvent Etre

b
utilisés pour estimer f f(x)dx pour f : [a,b] — R une fonction continue.
a

Pour cela, on choisit d’abord une subdivision ¢ = xy < x; < ... < xy = b de Uintervalle [a, b]. A
cause du phénomene de Runge, si N est grand, le polyndme interpolateur de f aux points x; n’est pas

b
forcément une bonne approximation de f. Approximer f f(x)dx par f Ly(f)(x)dx n’est donc pas
forcément pertinent... ‘ ‘

Nous allons en fait approximer f par un polyndme d’interpolation sur chaque petit intervalle [x;, xj1].

D’apres la relation de Chasles, on a :

b
f J)dx =

N-1

Z - f(x) dx.
k=0 X

Q21. Justifier que :

Xfe+1 _ 1 —
Flo)dx = %[ () dr avec g(f) = f(xk L+ 1)%).
-1

Xk

1

On est donc ramené a estimer f g(tydrou g : [—1,1] — R est une fonction continue.
-1

On se donne n + 1 points f, 1, ..., t, dans [—1, 1], deux a deux distincts.

On rappelle que L,(g) = Z g(t)l;(X) est le polyndme interpolateur de g aux points #; et on pose :
i=0

1 n 1
J(g) = f Ln(g)(t)dt=Zaig(ti) avec @; = f li(2) dz.
-1 i=0 -

1
Lorsqu’on approxime f g(t) dt par J(g), c’est-a-dire :

-1
1 n
f g dr~ > aig(),
-1 i=0

on dit que J est une méthode de quadrature associée aux points f, ..., #, et aux poids «y, . .., a,.

1

Q22. Justifier que pour tout polyndéme P € R,[X], on a J(P) = f P(r)dr.
-1

On dit que la méthode de quadrature J est d’ordre au moins n car la formule approchée est exacte
pour les polyndmes de degré inférieur ou égal a n.

Q23. Exemple : on prend n = 1, 1y = —1 et ; = 1. Déterminer «, et a;. Expliquer a I’aide d’un
graphique en prenant g positive pourquoi, dans ce cas, la méthode J s’appelle la « méthode
des trapezes ».
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Quadrature de Gauss

Dans les deux questions suivantes, on prend pour points d’interpolation o, 1, . .., t, les (n + 1) racines
du polyndme de Legendre P, introduit dans la partie III.

Nous allons démontrer que, dans ce cas, la formule de quadrature J est d’ordre au moins 2n + 1.

Soit P € Ry,,1[X]. On fait la division euclidienne de P par P,., on note respectivement Q le quotient

et R le reste de cette division :
P=0QP,. +R.

1

1
Q24. Démontrer que J(QP,1) = f Q(t)P,.1(¢) dt, puis conclure que J(P) = f P(r)dr.
-1

-1
Q25. Démontrer que les poids «y, . .., a, associés a la quadrature de Gauss sont strictement positifs
et calculer leur somme.

FIN
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Polyndme de Tchebychev et approximation uniforme

On noteR[X| I'espace des polyndmes réels en l'indétermiiéeOn noteR  [X| le sous-espace vectoriel
formé des polynémes de degré inférieura N .

On identifiera polyndme et fonction polynomiale idéf sur[fl,]} .

On rappelle que toute fonction réelfecontinue sw{—l,]} est bornée car continue sur un segment, on canvien

alors de notef f| = sup|f &} dont I'existence dan® est assurée par 'argument précédent.
me[—l,]]

Partie |

Pourn €N, on considéref, :[-1,]— R définie par :
f.(z) = cosf arccos

l.a  Simplifier f,(z), f,(z),f,(z) et fi(z).
Représenter sur un méme graphique ces applications.

1.b  Démontrer que pour tout entier natusehon nul et toutz € [-1,1] :

f;H—l(I) = sz;i (I)_ -f;l—l(x)
1.c  Endéduire qu'il existe un unique polyndffie de IR{[X} tel que :
Vz e [—1,ﬂ I @)=1f &)
CalculerT,,7;,T,, T, et T,.

2.a Quelestledegré d& ?
Quel est son coefficient dominant ?

2.b  Déterminer les racines dé qui appartiennent E}l]]
Combieny en a-t-il ?
Comment justifier que celles-ci sont simples eilquy en a pas d’autres ?

2.c  Etudier la parité du polyn6ni€ en fonction de la parité de I'entier.
3.a  Montrer ;Y8 € R,T (cod) )= cosgf etVlcR,T (chd)= ch@d).
3b Endéduire quezeR : |z[<1e|T, () < 1.

On suppose désormais queest un entier naturel non nul.

4. Résoudre danR I’équation|Tn (:r)| =1. On précisera le nombre de racines distinctes pbsition
relative des racines des équatidi¢z) =1 et 7T, (z) =—1.

1 - o )
—— T, etonnoteP, I'ensemble des polyndmes unitairesBeX| de degré exactement
2n L l

5.  Onposel =
égal an . Il est entendu qué’ € P, .

5.a Calculelﬂf’n || .
On désire établir qué’n est un polynéme d& tel que la quantit#Tn” soit minimale. Pour cela on
raisonne par 'absurde : supposons qu'il exiBtepolyndme appartenant, tel que||P)| <||Tn || .

5b OnposeD =T, —P.Que dire du degré dB ?

5.c  Etudier le signe d@[cos’ﬁ] pour k €{0,1,.. n} et conclure.
n



Partiell

Soit n un entier naturel non nul f,a,....,a, des points deux & deux distincts du segnieftl]. On pose

pour toutk € {0,1,.. n} : L, = H X-a,
=0 —a;
J=k

l.a Quelestledegré de ?

1.b  CalculerL,(a,) pourtoutic {O,1..n}, i=k.
Calculer aussi, (a,) .

1.c  Montrer que la familléL,),_,., forme une base d& [X].

2. On se donne une fonction réefledéfinie sur[—l,]], et on pose :

P= Zi:f(a’k)l’k

Montrer queP est I'unique polyndme d& [ X]| tel que pour tout € {0,1... n} : P(a,) = f(a,). On
dit que P est le polynébme interpolateur de la fonctibraux pointsa,,a.,...,a, .

n

On désire maintenant évaluer la qualité de I'apipnakion réalisée lorsqu’on approche la fonctipmar le
polyndme P défini ci-dessus. Pour cela on suppose fjuest une fonction de clasgé™ et on pose

M., =[[(X—-a).
i=0

3. Soitz €[—1,1. On désire établir 'existence d'upe[—1,1] tel que :

II . (z
o) = Pla) =220 00
3.a Onsuppose € {a,,...,a, } . Etablir le résultat.
3.b  Onsuppose ¢ {ao,...,an} et on introduit la fonctior#” définie par :
F@t)=f@®)—P@)—KII,,(t)

avec K constante réelle choisie de sorte qig) =0.
Justifier I'existence de la constanké et observer qué’ posséde au moins—+ 2 valeurs d'annulation
distinctes. En déduire I'existence d'gre[—1,1 tel que F"*?(¢) =0 et conclure.

P II, .
3.c  En déduire quHaf7P|| SH"JM +1)|| _

4. Comment doit-on choisir les poinig,a,...,a, pour quel|IT, ,,| soit minimale ?



Polynbmes de Bernstein

Soit n un entier naturel. On nol{h,n]] ’ensemble des entiers allant de h a
On appelle polyndmes de Bernstein de degrkes polyndmes réels:

Bn,k = [Z]Xk - X)n_k aveck e {0,1,. .. ,n}

Dans tout le probleme, on identifie polynéme etct@n polynomiale associée.

Partie | : Polyndbmes de Bernstein
1. Représenter sur un méme graphique les fonctiensB;, (z) pourk=0,1,2,3etz e [0]] .

2.a  Calculery B, , . En déduire que pour toute 0,1, 0< B, , (z)<1.
k=0

2b  Calculer kB, , S k(k—DB,, puis S KB, .
k=0 k=0 k=0

/

3. Exprimer B, , en fonction deB etB,_,, pourn>1.

n—1k—1

4. Etablir que la famillgB, ,),.,., est une base d&  [X].

5. PourP €R [X], on poseB(P)= iP{E]BM :
k=0

n
5.a  Montrer queB est un endomorphisme de, [X].

5.b  Déterminer le noyau dB . Qu'en déduit-on ?

Partie Il : Théoreme de Weierstrass

Soit f:[O,]} — R continue. Pour tout € N, on poseP, la fonction définie par P, (z) = Zf[E]BM(a:) .
=0 \T

1. CalculerP, (z) lorsquef(z) =1, f(z) == et f(z) =2°.

Vérifier qu'a chaque fois?, (z) f(z) pour toutz €[0,1.

n—+00

2. On se propose de généraliser le résultat cudems cas générdl: [0]] — R continue.

" 2
2.a CalcuIerZ{m—E] B, .(z).
k=0 n '

2b  Soitz€[0,] ete>0. Lafonction f étant continue en :

Ja>0,Vt€(0,] : [z—t <a=|f(z)— ft)| <e/2.

On poseA—{kG[[O,n]]/x£<a} etB—{kG[[O,n]]/xﬁza}.
n n
z(l—1) 1
Montrer que) B  (z)< <—.
q ; ”"A(w)f na®  ~ dna’

2.c  Endéduire quiP, (z) — f(z)| S%Jr M

M= .
g 20N =l

Conclure queP, (z) converge versf(z) quandn — +oo

3.a  Etablir queP/(z) = ni[f[k—ﬂ] - f[ﬁ]]B,,_m (z).

k=0

3.b  Endéduire que gi est croissante smjt),]] , alors pour toutr € N, P, est croissante SL@O,]} .



Partie 11l : Courbes de Bézier

Les courbes de Bézier sont couramment utiliséd>4D, car elles permettent de construire des courbes
réguliéres satisfaisant des contraintes géomésigimples.

On suppose le plan muni d’un repére orthono(mﬁ,f) .
L'utilisateur se donne une famille de+1 points distinct(F,),_,_, -
La courbe de Bézier définit par ces points esblaloe de point courant/(¢) (t<€[0,1) déterminé par :

M(t) estle barycentre des pointy, F,,..., P, affectés des massés ,(t),B, ,(t),....B, , (t).

1. Exprimer le vecteu©M (t) en fonction desTPk estdesB ,(t).
s (0] 0 1 2
2. Dans le cas = 3, on considére les pointg, 0’ P 1 P, ; et P, 0"
Représenter la courbe de Bézier correspondante.
3. On revient au cas général.

3.a  Préciser les point& (0) et M(1).
3.b  On supposé’, = P,. Montrer que la tangente e¥i(0) passe pafr,.

De méme, lorsqué®_, = P, on observe que la tangente &f(1) passe paf, .
Ainsi, lors de la construction d’'une courbe de BéZiutilisateur détermine les extrémités et yqisé les
tangentes.



Polyndmes de Legendre

Notations

Dans tout le probleme; désigne un entier naturel.
On noteR[X| I'espace vectoriel réel des polynomes réel enléterminéeX et R [X] le sous-espace
vectoriel formé des polyndmes de degré inférieuégai n .
On identifiera polynédme et fonctions polynomialesaciées définies SL[HLL]].
5

Pourk € N, on note d’p la dérivéek *™d’un polyndmeP .

dIk
On considére, pour € N, les fonctions polynomiales définies slrpar :
1 dU
U (z)=(z"-1)" et P (z)=——
(@) =(2"-1) @)= @

En particulier, avec les conventions usuellég (z) = P,(z) =1.
A toute fonction polynomiale” , on associe le polyndmg(P) définie surl par :

L(P)(w)=%[(w2—1)%<m)]

Partie |

Pour P,Q € R[X], on pose(P |Q) = j:llp(a})@(x)dﬂ.

1. Montrer que(.|.) définit un produit scalaire suR [X]|.

Dans tout le probléeme, on supde¢X] muni de ce produit scalaire et on nﬂ:tﬁz la norme euclidienne
associée.

2. Montrer queL est un endomorphisme d&[X .

3. OnnoteL, larestriction de lendomorphisme au départ d&R  [X].

3.a  Montrer quel, estun endomorphisme de, [X].

3.b  CalculerL (1), L (X) et L (X") pourtout2<k<n.

3.c  Former la matrice dé, relativement & la base canoniglex , X?,... X") de R [X].

4, Soit P,Q € R[X]|. Observer quéL(P)|Q)= (P |L@Q)).

Partiell

l.a  Calculer directemern, P, et P,.

1.b  Montrer queP, est exactement de degréet calculer le coefficient, de z" dansP,.

v

1.c Justifier quer,,P,,...,P, forment une base d&  [X].

2. En utilisant la formule de Leibniz pour calculegx—n((:r—l)" (:r+1)”), établir que :
1 - n ? n—k :
P@) =231 -1 @ +1)
2 k=0 k

et en déduire les valeurs d&(1) et P, (—1).



3.a

3.b

3.c
4.a

4.b

5.b

5.c

Vérifier les relations :

1): Ul,(z)-2(n+1zU, @)=0,

2): (2*-1U!(x)— 2naU, (@)= 0.

En dérivantn +1 fois (1) et (2), montrer que la sui(®,) vérifie :
3): Pli(@)=2P(2)+ O +DP,(2),

@): L(P)=n(n+DP,.

En exploitant la relation (4) et le résultat@euestion 1.4, établir que si=n, (P, |P, )= 0.

m

Montrer que pour tou € R [X], (P,.,|Q)=0.

p
En introduisant un polyndmg de la formeH(X—ai) montrer que le polyndmé,
=1

exactement: 41 racines distinctes, toute dans I’interva}Hel,][.

possede

2

Montrer que(F,,, | P,) = (n+1)~2:2
Qa,

n

PTI,

1
A 'aide d'une intégration par parties, étabjire :||P,[* = 2— 2f 2h @ )P (@)dr .

En déduire qugp, | :ZLH'
n

Etant donné un polyndme € R[X| et F' un sous-espace vectoriel & X|, on noted(P,F) la

distance deP au sous-espace vectorigl.
Calculerd(X"*, R [X]).



Interpolation et polynémes factoriels

Notations :
n est un entier naturel fixé;, > 2.

F est I'espace vectoriel des fonctions réelles d&gisurR .
E estle sous-espace vectoriel des fonctions polgsécoefficients réels.
E est le sous-espace vectoriel des fonctions polgs@rcoefficients réels de degré inférieur ou agal

Partie |

Si feF,onnoteA(f) etT(f) les fonctions réelles définies par :
Vz e RA(f)(@) = flz+1D)— f(z) et T(f)(z)=f(z+1).
On admettra (aisément !) que et 7' sont des endomorphismes de .
OnnoteA°=T°=1d, (doncsifeF, A°(f)=T°f)=f) et sije N :
AN =ANToA=Ao AN etT/ =T""oT=ToT" ™.
1. Soit P € E, non constantA(P) est une fonction polynéme.

Comparer les degrés de(P) etdeP .
Calculer le coefficient dominant d&(P) en fonction de celui deé .

2. On noteA  la restriction deA au départ dev, .
2.a  Vérifier queA, réalise un endomorphisme d .

2.b  DéterminerkerA .
En déduire le rang d& et détermineimA .

3. Déduire des questions précédentes que I'enddmsong A est surjectif.
Partie |l
1. Pour k € N, on définit les fonctions polyndmes, par :

z(z—-D...c—k+1)
k! '
l.a  Pourk>1, exprimer A(N,) en fonction de I'un des polyndmés/ ) ., .

2. VreR,N,(z)=1etN,(z)=

1.b  Calculer, poue N etke N, A'(N,) puis (A’(N,))(O0).
2.a  Montrer que la familléN,,N,,...,N, ) est une base dE| .
2b SoitPeE, , P sécrit P=a,N,+a,N,+..4+a N, ol (a,,ay,...,a,)ER"™.

Exprimer lesa, en fonction degA’(P))(0).

3. Applications :
On poseP(z) = z*. Déterminer les coefficients,b,c € R tels que :

VzeR : P(z)=aN,(z)+bN,(z)+cN,(z)
et en déduire une fonction polynéretelle queA(Q) =P .

Exploiter celle-ci pour exprimed "+? .
k=1

4, Soit fe F.
4.a  Déterminer pour € R etke N, (T"(f))(z).
4b Etantdonné € N, expliciter A"(f) en fonction des/ (f), 0<k<n.



(on pourra remarquer qu& =7"—1d ).

4.c  En déduire quéA” ())(0) ne dépend que des valeurs flaux points0,1,.. n .

Partielll

On se donne une fonctioh de 7 . On cherche les polyndmes solutions du problé®ke suivant :

[degP <n
(P)'{Vke{o,l,... a} PE)=16)
On pose :
N(m):ﬁ(m—j):m(m—l)...(m—n).
1. Soit I'application linéaire :

p:E —R"™
P (P(0),...,P(n))

Montrer quep est un isomorphisme.

1.b  Endeduire que le problenf®) possede une unique solution notée
2a Pourje{0,1,..n}, comparer(A’(f))(0) et (A’(P,))O0).
2.b  Endéduire I'expression d& en fonction degA’(f))(0) et des polyndmes/, .
3. Dans cette question, on suppose gjuest de class€"**. On note :
M, = sup{ o j te| On]} :

3.a  Soitz €[0,n], non entier. Montrer que :

(n+1)
e [O,n] J@)—P @)= Jzn—l—gj')N(I)

On pourra posep(t) = f(t) — P, (t) — KN(t) , ou K est tel quep(r) =0 et appliquer judicieusement le
théoréme de Rolle.

A 1
3.b  Endéduire que/z €[0,n] ,|f(x)fPf (:c)| Sn_—i—lM"”

On pourra majorefN (z)| sur chaque intervallgj, j+1, ot j€{0,1,.. n— 3.



Polynémes de Bernouilli

Dans tout le probléme, pour P dans R[X], on identifiera le polynéme P avec sa fonction
polynomiale associée et on notera P’ le polyndéme dérivé de P.

1. Soit P € R[X].
(a) Démontrer qu’il existe un unique polyndéme B de R[X] tel que :

B =P et jl B(t)dt = 0. (1)
0

(b) On note p le degré de P et a, son coefficient dominant. Donner le degré et le coefficient
dominant du polynéme B vérifiant la propriété (1).

2. Soit (Bp)nen la suite de polynémes de R[X| définie par les propriétés suivantes :

BO = 1)
!/
Bn = an—h Vn € N*, (2)

1
JBn(t)dtzo, n e N*.
0

a) Quel est le degré du polynéme B, ?

(c

(d) Démontrer que :

((b; Démontrer que, pour tout n € N, B,, est unitaire.
) Justifier que (Bp)nen est I'unique suite vérifiant la propriété (2).
)
B,(X)=(-1)"B,(1-X), VneN. (3)

Indication : on pourra poser Qn(X) = (—=1)"B,(1 — X) et démontrer que la suite de
polynomes (Qn)nen vérifie la propriété (2).
(e) Démontrer que :

0 -2 (o (5) -5, (55) y

3. Pour tout n € N, on note b,, = B,(0).

(a) Démontrer, par récurrence, la formule suivante :
N (n
By(X) = )] < )bn_ka, Vn e N.
k=0 k

(b) Donner les polynémes By, By et Bs et les nombres by, by et bs.
(c) Démontrer que by,41 = 0, Vp € N*.
(d) Démontrer que, pour p = 2, on a b, = B,(1) = B,(0).

2p+2 9 + 9
(e) Démontrer que, pour p > 2, on a byyi2 = Z < pk )b’“'
k=0

1 2p—2 2p 19
f) En déduire que, pour p > 2, on a by, = —————— ( >bk-
" T e+ ) ,;0

(g) Calculer la valeur de by.
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1.1

Q.1.

20 up =

Q.4.

CCP MP1 2018
Un corrigé

“Permutation limite-intégrale” et intégrales de Gauss

Utilisation d’une série entiére

La fonction exp est développable en série entiere entiere de rayon de convergence infini et
t o tF
Vt € R, e = Z y
k=0

2

En utilisant ceci avec z°, on en déduit que

k

1 > 2
_ DR g
1_/0 kzzo( 1) (k!)d

fo oz (—1)’“% est continue sur [0,1] et || fxllco = 7; est le terme général d'une série
convergente. Ainsi, Y (fx) converge normalement sur le SEGMENT [0, 1]. On est dans le cas
simple ou 'interversion somme-intégrale est licite. Elle donne

+oo korl
-1
k=0 Y0

Le calcul de l'intégrale est immédiat et on trouve

+o00
_ (=n"
= Z (2n + 1)n!

n=0

-1 f . . .
ﬁ est le terme général d’une suite alternée, décroissante en module et convergente

de limite nulle. La régle spéciale s’applique a la série ) (uy). Elle indique que

—+o00

> w

k=n+1

S |Un+1|

Ceci s’écrit exactement

I—s,| <
iF=s ‘_(2n+3)(n+1)!

. def factorielle(n):

if n==0: return 1
else: return (factorielle (n-1))*n

On calcule les termes uy, définis en question 2 tant le module du terme est inférieur & 1075,

def u(k):
return (-1)*xk/((2xk+1)*factorielle(k))

k=0
while abs(u(k))>10%*(-6):
k=k+1

print (k)



1.2

Utilisation d’une autre suite de fonctions

. Soit x > 0. 22 /n — 0 quand n — +oo0 et il existe donc un rang ng tel que Vn > ng, 0 < %2 < %

2
Pour ces n, 1 — <~ > 0 et donc

Vn > ng, fu(z)=exp <nln <1 - 372))

n

2

Le terme dans ’exponentielle équivaut, quand n — +o00, a n x <—7) = —22 et tend donc vers

xT

—z2. Par continuité de '’exponentielle, on a donc f,(x) — e~ ’ quand n — 4o00.

22

(fn) converge simpelment sur Rt vers x +— e~

.6. Par concavité de la fonction logarithme,

Vu>—1, In(1+u) <wu

Soit x € [0,1] et soit n € N*. 22/n € [0,1]. Si 22/n € [0, 1] alors (croissance de exp et notre

inégalité de concavité)
2
fn(z) =exp (n In (1 — x)) < e
n

et le résultat reste vrai si 22/n =1 (0 < e~ dans ce cas). Ainsi

Ve € [0,1], [fo(a)| < e

Utilisons alors le théoreme de convergence dominée.
- (fn) est une suite de fonctions continues qui converge simplement sur [0, 1] vers une fonction
continue sur [0, 1].
- Vn e N*, Vo € [0,1], |fn(z)| < e~ et x — e est intégrable sur [0, 1] puisque continue
sur le SEGMENT.
Le théoreme s’applique et donne

1 2\
I= lim (1 _ x)
n—-+4oo 0 n

On développe la puissance par formule du bindme et par linéarité du passage a l'intégrale,

. n n 1 .%‘2 k
- EQ)[ (2 o

Le calcul de l'intégrale est immédiat et on trouve

. "\ (n (—1)k
I=1 B S .
n—>-too ;} <k) nk(2k + 1)

2 Notion de polynome interpolateur

2.1

Existence du polynome interpolateur

Q.7. xj est racine de l; pour i # k et [;(x;) = 0, c’est-a-dire

li(wy) = 6k



2.2

2.3
Q.10.

On en déduit que

n

Yk € [0,n], Lo(f)(xx) = Y fl@:)dix = f(a)

i=0
L, (f) interpole donc f aux points zg, ..., Ty.
Si P est un autre polynéme interpolateur alors P — L,(f) € R,[X] s’annule aux points
xQ,...,Tn. C’est un polynome de degré < n ayant au moins n + 1 racines et c’est donc le
polynoéme nul.
’Ln( f) est 'unique polyndéme interpolateur de f aux points xg, ..., 2, ‘

Calcul effectif du polynéme interpolateur de Lagrange

. Une premiere fonction 1(i,x,a) permet le calcul de [;(a) associé aux xy.

def 1(i,x,a):

r=1
for k in range(len(x)):
if k!=i:
r=r*(a-x[k])/(x[i]-x[k])
return r

Il reste a calculer la somme définissant L,, associé aux y;.

def lagrange(x,y,a):
s=0
for i in range(len(x)):
s=s+1(i,x,a)*y[i]
return s

. La matrice cherchée est une matrice de Vandermonde :

1z ... af

1 o ... 2F
V =

1z, ... ap

On peut d’ailleurs noter que d’apres le cours cette matrice est inversible quand les z; sont deux
a deux distincts ce qui permet de prouver a nouveau l'existence et 'unicité d’un polynéme
interpolateur.
Dans la résolution par méthode de Gauss,

- on cherche un pivot sur la colonne 1 que 1’on raméne en position 1 (n opérations) et on fait

appraitre des zéros par n — 1 combinaisons de lignes (O(n?) opérations)
- on procede de méme avec les colonnes 2, ...,n + 1 pour & chaque fois O(n?) opérations
- on en déduit z541,...,70 en O(1 +2+---+ (n+ 1)) = O(n?) opérations.

La complexité du calcul est O(n?)

Expression de ’erreur d’interpolation

Montrons par récurrence (finie) que la propriété : “QS(k) s’annule p + 1 — k fois” est vraie pour
k=0,...,p.

- Le résultat est vrai au rang 0 par hypothese sur ¢.

- Soit k € [0,p—1] tel que le résultat soit vrai au rang k. On note y; < -+ < Ypy1-k
des points d’annulation de ¢(*). Par théoreme de Rolle appliqué & ¢(*), ¢(**1) gannule sur
i, yir1[ pouri =1,....p— k. qﬁ(kH) admet donc au moins p — k annulations et lerésultat
est vrai au rang k + 1.



Q.11.

Q.12.

Q.13.

Q.14.

Q.15.

Q.16.

On en déduit en particulier (propriété au rang p) que #®) s’annule. Ce zéro est strictement
entre le minimum et le maximum des éléments de o et donc dans |a, b[.

si¢ : [a,b] = R sannule p + 1 fois, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢®)(¢) = 0.

f — Ly(f) ainsi que 7, s’annulent en tout point de o. Pour x € o, P, est donc vraie (on peut
choisir pour ¢, n’importe quel élément de ]a, b[).

’pour tout = € o, la propriété P, est Vraie‘

Comme z ¢ o, m,(x) # 0 et on peut donc poser

et on a alors F'(x) = 0.

F s’annule (comme f — L,(f) et m,) en tout point de o et en & ¢ 0. On a donc n + 1 points
d’annulation au moins.

’F s’annule n + 2 fois‘

On en déduit avec Q.10 que F(™*1) s’annule en un point ¢, €]a,b[. Comme L, (f) € R,[X], sa
dérivée n + 1-iéme est nulle. Comme 7, est unitaire de degré n + 1, sa dérivée n + 1-ieme est

le polynéme constante (n + 1)!. On en déduit que A\ = % Comme F(z) = 0, on obtient
Py

’Va: € [a,b], Py est Vraie‘

f+1) est continue sur le segment [a, b] et donc bornée sur ce segment |

On remarque que
Va € [a,b], |7o(2)] < (b—a)"

Avec la propriété P,, on en déduit que

b an+1 n
1f = La(Flloo < CE2m £ |

On imagine ici que I'on se donne une suite (zy)ken d’éléments deux & deux distincts de [0, 27]
et que 'on considére pour chaque n le polynéme L, (f) associé a o, = {zo,...,x,}. On définit
alors une suite de polynéomes. Comme sin et toute ses dérivées sont majorées en module par 1
sur R, on en déduit avec la question précédente que

(27T)n+1

If = Lo(f)llso,j0,2m) < (1)

Par croissances comparées, le majorant est de limite nulle et ainsi

’ (Lyn(f))nen converge uniformément vers f sur [0, 27] ‘

On sait que
—+00

Vo €] - 1,1, f(z) =) (~1)* 2"
k=0
Quand une fonction est développable en série entiere, son développement est nécessairement
celui de Taylor. Ainsi
Vk e N, fR(0) = (=1)F(2k)!
On en déduit que || f®®) | > |£(0)| > (2k)! (la norme infinie existe puisque f est de classe C*
sur le segment [—1, 1]).

VE €N, ||| > (2K)!




3 Famille de polynémes orthogonaux

Q.17.

Q.18.

Q.19.

Q.20.

Comme (1,1) =2, ona| Py = . On calcule alors

1
V2

2
Ql =X - <X,P0>P0:X et <X,X> = g

3
pour en déduire que | P, = §X
Soit n € N*. (P, ..., P,) étant orthonormée, P, est orthogonal aux P; avec i < n — 1 et donc

a l'espace engendré par ces polynomes, c’est-a-dire R,,—1[X].
Par ailleurs P, € Vect(l,...,X") = R,[X] et P, ¢ Vect(P,...,P—1) = Ry_1[X] (car
(Po, ..., Py,) est libre). Ainsi, P, est de degré n.

P, € R,_1[X]* et deg(P,) =n

Comme n > 1,1 € R,,_1[X] et donc (P,,1) =0 i.e. f_ll P,(t)dt =0|

Si, par l'absurde, P, n’admettait pas de racine dans [—1, 1] alors (théoréme des valeurs in-
termédiaires avec P, continu), P, serait de signe constant sur [—1, 1]. Avec la continuité de P,
et f_ll P,(t) dt = 0, ceci entrainerait la nullité de P, sur [—1,1]. P, serait alors le polynome
nul (infinité de racine) ce qui est faux.

’Pn admet au moins une racine dans [—1, 1] ‘

Par choix de @), H n’admet que des racines de multiplicité paire. Sa factorisation dans R[X]

s’écrit alors
k

H=a][(X - ;)™ Hy(X)
i=1
ou H;p est un produit de polynomes de degré 2, unitaires, a discriminant < 0. H est alors de
signe constant (selon le signe du coefficient dominant ¢).

Par ailleurs, @ € R,,_1[X] (car p < n) et donc (P,, Q) =0, c’est a dire ‘ f}l H(t)dt=0|

Comme ci-dessus (continuité, intégrale nulle, signe constant), ceci entraine la nullité de H (sur
[—1, 1] puis comme polynéme) et une absurdité (car ni P, ni @ n’est nul et R[X] est integre).
On peut en fait reprendre le raisonnement en ne considérant que les racines de multiplicité
impaire dans [—1,1]. On prouve alors par 'absurde qu’il y a n racines de multiplicité impaire
dans [—1, 1]. Comme deg(P,) = n, les multiplicités valent 1 et on a toute les racines.

’Pn admet n racines simples dans [—1, 1] ‘

4 Méthodes de quadrature

Q.21.

Q.22.

T—Tg
Tk+1— Tk

Th41 1 — —
/ F(z) de = / f<xk+(t+1)x’““2 x’“) ‘”’““2 Tk g

k -1

Le changement de variable affine (et donc licite) t = 2 — 1 donne

ce qui est la formule demandée.

Comme l;(zy) = ; g, on a J(l;) = oy = fil Li(t) dt. P— Y0 oy P(t;) — fil P(t) dt est linéaire
et nulle en ly, ..., 1, et donc sur Vect(ly,...,l,) = R,[X] (tout polynéme P de degré < n est
combinaison des [; puisque P = Y, P(t;)l;). Ainsi,



VP € R,[X], on a J(P f P(t

Q.23. Onaly=—3(X —1) et l; = 3(X + 1) et donc (calcul d’intégrale élémentaire)

2ag(0) est 1'aire du rectangle [—1,1] x [0, g(—1)] et 21 (1) celle du rectangle [—1, 1] x [0, g(1)].
La demi-somme de ces quantités est 1’aire du trapeze ((—1,0), (—1,1),(1,9(1)), (—=1,9(—1)), (-1,
Ceci explique le nom de la méthode.

Quadrature de Gauss

Q.24. On a d’une part (les ¢; sont des racines de P,,11)

Q.25.

QPn+1 Z azQ n+1 ) 0

D’autre part, comme P est de degré < 2n+1 et P41 de degré n+ 1, le quotient @ est de degré
< n et donc orthogonal & P, ;. Ainsi

1
/1 PraQ(t) dt =

1
J(QPyi1) = / QP () dt =0

On a donc

Comme J est linéaire, on a aussi J(P) = J(QP,+1) + J(R). De plus J(R) = fil R(t) dt car R
est de degré < n. Ainsi

1 1 1
J(P) = J(QPoy1) = / QP (1) dt+ / R(t) dt = / (Qt)Poss (1) + R(1)) dt

-1 1

- /_ 11 P(t) dt

Fixons i € [0,n] et posons P = H(X —t1)% P € Ry,[X] et donc
ki

1 n
/ () dt = J(P) =3 0y P(t) = aiP(t)
- k=0

Comme P est continue, positive et non nulle sur [—1, 1], son intégrale sur [—1, 1] est > 0. De

méme P(t;) > 0. Ainsi

On remarque enfin que la somme des «; vaut J(1) et comme 1 € Roy,41[X], J(1) = fil 1dt =2.

et donc

0)).



Correction

d’'apres Ecole de 'Air 1993

la
1.b

2.b

2.Cc

Partie |

L@) =1, f(x)==z, f(zr)=22"-1let f(v) =42 - 3.
fa@+f _(x)=cos(@p+ 1P H cosft— B en posan¥ = arccos:

pour nous alléger la vie. Viaosp + cog = 2005% cePs;—q , on
obtient : f ,(z)+ f,_,(2) =2cod) cosd = 2f &£ . 1

Unicité : SiT, et U, sont solutions alors pour toute [—1,1,

T ()=U,(z) etdoncz estracine d€, —U, . Ce polynbme ayant une /'
infinité de racines, on peut conclure qu'il est aufueT, =T, .
Existence : Raisonnons par récurrence doubleisulN .
Pourn=0 etn=1:T,=1 etT, =X nous convient a I'extase d’avoir déterminer deulisnes
solutions.

Supposons la propriété établie au rangt n —1 (avecn >1).

Fra(@) =2af (@)= [, 1(r) = 2T, (@)=T, ,()=T,,,(r) en posant, , = 2XT —T, , qui estbien un
polyndme. Récurrence établie.

T,=1,T,=X,T,=2X"-1, T,=4X°-3X etT,=8X"-8X*+1.

Par récurrence double sue N, montronsdeg?, =n.

La propriété est vraie, 6 joie, aux rangs-0 etn =1.

Supposons la propriété établie aux rangst n —1 (avecn >1).

T .,=2XT —T , avecdeg2XT, =n+ letdegl, ,=n— 1. Par somme de polynéme de degre
distincts :dedT}, ., = max(deg(XT, ),de@(, P»n-+ .Récurrence établie.

n+l
Notons
Les coefficients dominants dg et 7; valent 1.

Pourn >1, on voit par I'étude ci-dessus on voit que le Gioeint dominant deT’, , est le double de

celui de T . On peut donc conclure que le coefficient domirn®;, vaut 1 et celui dg’, vaut 2"
pourn >1.

Soitz € [—1,1 une racine dd}, . Pourd = arccos €| Or| on az = cosd et T, (z) = cosnf = 0 donc il

existe k € Z tel quend = %+ km puis § = (21{32;1)% . Sachanty € [0,7], on peut affirmer
n
ke{0,L,..,n—1.
o T 3 2n—Dr
Ainsi z = cos— ,C0S— ... OU COS———— .
n n 2n
Inversement, on vérifie aisément que, ces élénsemtsdes racines d& dans|[—1,1. Ainsi les racines
de 7, dans[-1,1 sont exactement les,,...,z, , avecs, = cos(ZkZﬂ . Pourke{0,....n— 1} les
T
(2k + Iy

sont des éléments deux & deux distinctfOgte] . La fonction cosinus étant injective S|,
n

on peut dire que les,,...,z, , sont deux a deux distincts. Le polynotfie posséde donc exactement
racines dans I'intervalh{e—l,]]. Or degT, =n, on peut donc affirmer qu’il n’y a pas d’autresires et
gue ces derniéres sont simples.

Par récurrence double sue N, montrons quel’, et n ont méme parité.

Pourn=0 oun=1:o0k
Supposons la propriété établie aux ranget n —1 (avecn >1)



3.b

5.a

5.b

5.c

la
1.b

Si n est pair alorsl’

n

est pair,7,_, impair etT) ,

=2XT —T , estimpair.

Si n estimpair alorsl,, estimpair,T, , pair etT, , =2XT —1T, , est pair.
Récurrence établie.

T (cosd )= f, (co¥ )= cos( arccos(abs=)) co&( qued €[0,x] ou par parité qué € [—m,0] ou
encore par périodicité guec R .

La deuxieéme relation s’établit par récurrence dewirn € N .

Pourn=0 etn=1: ok.

Supposons la propriété établie aux rangst n —1 (avecn >1)

T .(chf)=2chY cmbd— chf— B or ch(n+ 1P+ chee— 1P = 2cld chd donc
T,..(chf)=ch@+ 1§ .

Récurrence établie.

Silz| <1 alors T, (z) = f,(z) = cos@ arccos ¥[— 1].

Si z>1 alors il existed > 0 tel quez = chf et alorsT, (z) = chnd > 1 donc|T, (z)| > 1.

Par raison de parité : si< —1 alors|T, (:r)| >1.

L'équation|T, (z)] =1 ne peut avoir de solution que dgnsl,1].

Soit z €[—1,1 solution de cette équation.

Il existe un uniqued €[0,7| tel quez = cosh .

|T, ()| =1 donne alorgcosné| = 1donc 3k € Z,nf = kr i.e. @ =kr/n .

Or 9 €[0,x] donck €{0.,...,n} etfinalementz est'un descosk—ﬂ aveck €{0,...,n}. Inversement,
n

ces éléments sont bien racines de I’equa{ﬂQ(m)| =1. Posons, = cos-~ . On observe :
n

—-1=a,<a, ,<---<a,<a,=1.1l'yadonc exactement+1 solutions et les solutions des équations
T () =1 sont alternées avec les solutions de I'équafigir) = —1 car T, (a,) = cosgr )=  1f .

Par ce qui préced, | =1 car vz €[-11

T, @)<1letqueT,()=1

Par suite"Tn" = 2371 .
T, et P sont unitaires et de degré doncdegD <n .
— ]\'
D(cosk—7T ):( 2 —P(coskﬂ .
n 2" n
Si k est pair anrsD(cosk—W )= 1717P(cosk£ > 1717||P||> (.
n 2" n 2
Si k est impair anrsD(cosk—W )= 2_%11 —P (coski X ;}1 +|P|< ¢
n n

k . .
Pourk e {0 n} les cos— sont des valeurs successives entre lesquelles¢didn D change de
n

signe, or celle-ci est continue donc elle s’anmulze ces valeurs successives : cela fournit ansmoi
annulations du polyndm® or degD <n doncD =0 et P =T, ce qui est absurde puisq|i] < T,

Partiell

degL, =n.
Les racines d&, sont lesa,,...,q,,...,a, donc L (e,) =0 pouri=F .
Ly, —a,

Lk(ak):H L=1.

j=0 Q. — a]-
j=k




3.a

3.b

3.c

Supposons,L,+ -+ A, L

non

=0. En évaluant cette en relation en on obtient :\, =0. La famille
(Ly,-..,L,) estdonc libre or elle est constituéerde 1= dimR  [X| éléments deR  [X], c’est donc
une base d&®  [X].

P(a,)= Zf(ak)Lk(aé) = Zf(ak)ék’é = f(a,) donc P est bien solution du probléme posé(bien est
k=0 k=0

une autre solution alorg(q,) = Q(a,) donca, racine deP —( . Cela fournit au moing +1 racines de
P—Q alorsqueP—Q€R, [X] doncP—-Q =0 ie. P=Q.

Siz e {ao,...,a, alorsII ,,(z) =0 et f(z) = P(z) donc n'importe quet convient.

Siz ¢ {ag,...,a,} alorsII ,(z)=0 et k=P onvient

n+l(x
F s’annule alors eny,,...,a, etaussien; : cela fournitn + 2 annulations. Par application du théoréme
de Rolle, F’ s'annule au moing, +1 fois, F” au moinsn fois,..., F"™ s’annule au moins une fois
d'oul I'existence d'un¢ €[~1,1 tel que F"(€) = 0. Or FU"I(g) = fe(¢) — PU(e) — KT1;2(¢€)

n+1
avec P =0 cardegP <n et 1"V = (n+1)! carIl

N est unitaire et de degré+1. On conclut

n+l

alors : f"™(¢) = K(n+1)! puis la relation voulue.

n ( ) - n n
Pour toutz €[-1,1], |f(z) — P(z )|_|( il)'||f( +1)(§)|_ (" ++]l_)||"f( +1’" t donc
b-ri=suis )P ey L.
I, €P,,. Compte tenu de la partie|lI, || sera s'il est égal &, =T, ce qui est obtenu en

(2k + D

A savoir Iesx:os—) aveck€{0,...,n}.

prenanta,,...,a, les racines d€’
(n+1

n+l



2.a

2.b

5.b

Correction

B, o(7) =(1-=z), Bg’l(x):%(lfx)z, B, ,(v) =B, (1-7) et 11
B, 4(z) = z>. 06
ZBM Z[ ]Xk(l Xy F=X+1-X)y =1 06
voel0d whe0] B, 6)=[})s @o)' 2 ¢ 04]
donc B, ,(z) < iBM (z)=1. 0.21
=
Rappelonsk:[ ] [" 1] 0" o2 04, 0% 0B 1
k k-1

n—1

n—1
X’“(lX)"‘*’(__lnXZ[ p ]X”(l X)-“—nXZB L, =nX.
=k (=0

= - -1
ZkBM —Zn[z_l
n—1

Comme ci- dessusZk(k 1B, , _nXZ (¢(—1B, ,, =n{pr—1X*

et doncZszW = Zk(k: -1)B,, + ZkBM =n(n—DX*+nX =nX (2 — X + 1).
k=0 k=0 k=0

B, = k[Z]X’“‘l(l X))t —(n k)[Z]X*’ (1-X)"* orpourk=0 etk=n,

k{Z —n[z:]]:] et (nk)[Z] [ . ] donc B!, =n(B, 1, B, .,).

Quandk=0, B, =-nB,_,, etquandk=n, B,, =nB,_,, ;.

Supposons\,B, ,+ B, +--+A B, =0.

En évaluant la relation en 0, on obtiegt= 0

On obtient alors la relation,5, ,+ B, ;+---+A _B,, ,=0.

On peut simplifier celle-ci paX et évaluer a nouveau en 0, pour obteqi=0.
On reprend ce procédé et on obtient successivement.. =\ =0.

La famille (B, ,),.,-, estune famille libre.

De plus celle-ci est formée de+1=dimR  [X]| éléments deR [X] (cardegB,, =n), c’est donc une

base deR  [X].

CommeB,, € R [X], on aimmédiatemenB(P) e R, [X]. Ainsi B:R [X]|— R, [X].
Soita,BER et P,QeR [X].

OnaBP+0Q) =3 (aP+5Q) [S]BM - aiP[S] B, + ﬁiQ[S] B,, =aB(P)+5B(Q).

Ainsi B est linéaire et c’est donc un endomorphismérdex]| .

SoitP e kerB . On aZP[E
k=

n

B,,=0.0r(B,,)o., estlibre doncP[E] =0 pour toutk €[0,n].
T n

Le polyndme posséde alors au moins1 racines, ordegP <n donc P =0.
Ainsi kerB ={0} . L'endomorphismeB est donc injectif, ofR , [ X] est unR -espace vectoriel de
dimension finie doncB est un automorphisme.



2b

2.c

3.b

Partiell

Si f(z)=1alors P,(z) =1—1= f (z).
Si f(z)==zalors P (z) =2 — z = f(z).

z((n—Dz+1)

Si f(z)=2* alors P,(z) = — 2’ =f(x).

n

k 2 n 20 & 1 &
Z[I _] Bn,k (I) = IZZBN,A; (‘T) 7_Zan,k (I) +_22k2BnJ<(I)
n k=0 n o n =o

k=0

donc zn:[xﬁ] BnYk(I):I272I2+I((nfl)x+l): I(l—x).
n

n n

ZZB,,L(I)<Z[I_]B <Z[I ] =700 gones <700,
n a

keB keB keB

De plus, une étude fonctionnelle donn@—z)<1/4 sur 0,1 .

Z[f[%]—f(m)

k=0

7 [ ] Bu(0) 31, ()=

<Aoo=

k=0 keA

BnA(I)<Z BnA(I)_ ZBnk(I)_

keA

B,, (x) <Z

keB

M

2na?
Notons queM < +oc car f est continue sur un segment donc y est bornée.

B, (x)

Bn,A~ (7)+ Z

keB

Bn,,k (I)

f[g]f(x)

f[f]f(x)
n

or >

keA

et |f

keB

15} s
i

donc|P, (z) — f(z)| < =

M
[ ]‘+|f(x)|]Bﬂ (@) <> 2MB,, (x)<W

keB

Il existe N € N tel que pour tout: > N on ait 0.

€
> <— car
2na 2 2no

2 n—-+00

<e.
On peut donc dire qué, (a:) — f(fE)

n—1

P =322 0=t @8L o0+ 1525y )= B )+, o)

k=1

n—1
Par réorganisation de la somme&'(z) = n [f 1] [ ]] 1 ()
n

k=0

Si f est croissante alors pour tout [0,n —1] , f[k ]>f[ ] donc P/(z) >0 puis P, croit.

Partielll

Par calcul barycentriqueM (t) = ZBan (t)O_PA,' caron saitz B, .(t)=1.
k=0 k=0

B b




3.a

3.b

z(t) c(t)=3t2(1—t)+ 23= 3> —¢3

Mt

Oyt avec{y(t)z&t(l—t)z—i—32(1—15): 3_ 3

() =3t(2—t)

y'()=3(1-2)

t 0 V2 1

oty [0 7 38 7 2

y#) |10~ 34 N\, 0

mit)[o + 0 — -1
= —— 1 sik=0
OM{0)= Y ,, (O0F, = OF, car 5,,(0) - {0 sik =
Ainsi M(0)=F, etde mémel/ ()= 1P, .

S ; . —n Sik=0 — R,
ﬂ(O):ZB;k(O)OQ .Or B (0)=1{n  sik=1 donc dOM(O):—0P0+0}>1:POP1¢6.
df = ' . 0 sinon df

Le point M(0) est régulier et donc la tangente &f(0) = P, passe pat, car dirigée par?Pl.



Correction

d’'apres ESIEE Amiens 1997

Partie |

1. (.].) est clairement un forme bilinéaire symétrique.
1
Pour toutP € R[X], (P|P)= f 1P(t)2dt > 0 etsi(P|P)=0 alors la fonctiont — P(t)* est nulle car

continue, positive et d’intégrale nulle s{wl,]}. Par suiteP est le polyndme nul car il posséde une
infinité de racines.

2. Soit A\, ueR et P,Q € R[X|. L(\P + uQ) = AL(P)+ 1L(Q) notamment par linéarité de la dérivation.
De plus L: R[X|— R[X] donc L est un endomorphisme d&[X|.

3.a Lalinéarité de,, provient de celle de . Le probléme est de justifier qug est & valeurs dar& [ X].
Soit Pe R [X].On adeg%g de?— Kn— .doncde{ @’ — 1)% @ﬂ< 2+n— E=n+ Ipuis
degL, (P)<n.Ainsi L (P)eR [X].

3b  L,(M)=0, L,(X)=(X*—1) =2, L,(X") = (p(X* X" ") = p(p+ X" — p(p— DX* .

0O 0 2 O
2 0°
3.c Mat(l,x,,,x”)Ln = 6 nn—1)]|.
. 0
0 n(n+1)

s wmio-[ w2 oo @05 ene) - [Le- 95 oL o
Lo, o dp o od)
donc (L(P)IQ):ff_l(x 4)6 (I)E (z)d
or la symétrie de cette formule éh et Q permet de concluréL(P)|Q)= (P |L @Q)).

Partiell

1 5 3
la P1:XvP2:E(3x2_1)1P3:Ex3——2$.
1b degU, = 2 doncdegP, = ded/, —n=n.
ix (2n)!_
2" (n))?
l.c Lafamille(?,,P,...,P,) estde degrés étagés (idegP, =i ) c'est donc une base d®@, [X} _

1 &K(n NG! (n—k) 1 &(n| n! ! :
2. P,,_m;[k (@-1") (@+1) _znn!;[k](n_k)!(xly E(Hlf

. s 1
Le terme erz” de P, provient de la dérivation a I'ordre du termesz" donca, =
n:

n 2
donc P, _iz["] (z—1)""*(@@+1) .
o2n =k

1
2n

P@= [Z] 2 —letP(-1)- Zi[g] (-2 = 1.

3a (-1 = (1+D)x 2% @2 =1 = 20+ DU, ¢ )
(@ -D)(@@*-')Y=nx2rx @ — 1) = 2zU, ).



3.b

3.c

4.a

4.b

5.a

5.b

5.c

En dérivant, 41 fois la relation (1), via la formule de Leibniz obtient :

d{ d** d n+1) d** n+1
a[W(UM(:E))] dIHl(Z(n—i-l)mU @)= 20+ 1{ 0* ]mW(Uﬂ @))+2[ + ] @+ 1)—(U,, ¢)

donc 2 (n+D)'P/ (@)=20+ 2n P @)+ 20+ 1f 2n P, ¢)
puis P/, (z) = zP/(z) + (n+ 1P, (z) .
En dérivantn +1 fois la relation (2), via la formule de Leibniz; obtient :

(@ =002+ (49200 @+ D 210 0 200 6 26+ 0 €)=

donc (a* — DU (@) + 20UV @)=n+ W @) ie. (@2 —DU D @) =nlo+ 0O @)
etdoncL(P,)=n(n+1)P,.

n(n+0(F, |P,)=CLE)IF,)=E ILE,)=m@+ 1, P, )

donc (n(n+1)—m(m+1) (P, |P,)=0

Or n+— n(n+1) estinjective etn == m doncn(n+1)=m(m+1) puis (P, |P,)=0

m

(B,.....P,) estbase d&®  [X] donc on peut écrir€ = A\, +---+\ P, .

Par suite(P, +1|Q)—Z)\ (P..|1P)=0

Notonsa,,...,a, les racines de multiplicités impaire du polyndife, appartenant é—l][

Posons@ = ﬁ(X —a,) .

Le polyn(‘)mgézP n'a que des racines de multiplicité paire d@qﬂ;][ il est donc de signe constant sur

[ 1]} et par swtef Q(2)P,.,(z)de = 0 (par non nullité de l'integrale d’une fonction timue, non

nulle, et de signe constant). Par syite- deg@ >n .

Or P, estde degré +1 donc nécessairemept<n +1 et donc finalemenp =n +1.
Par suiteP,,, posséden +1 racines distinctes darjs-1,1 .
De plus, puisquelegP, , =n+ 1, on peut assurer qu’il N’y en a pas d'autres etcglles-ci sont

simples.

P! . =(m+1a, X" +Q avecdegl <n ou encoreP/, = (n+1)—2 Sut P +Q avec degQ <n.

n

a’n+l

Par suite(P', | P,)= (n+ )L (P, [P, )+ @ IP, )= G+
an

P 2

n

= [ Py ae=[ar,@)], - 2[ 2P @F/@)d = 2- pr € ¥ 6

a,, 1@n+2)(2+1) 2+ 1
ol = donc(P.,,|P)=(2n+1
a2 (n+17 1 (BlalP)= @+ 2P,

De plus 71+1(I) - IP (I) + (n +1)P (I) dOnC( n+1 |P71 ) = (XPH/ |Pn )+ (TL + 1)(Pn |Pn )
1 P

2

or (XP[|P,)= f_ 1zP;(z)Pn, @

1 2

P 2 =—.
2n+1

n

1)

P, estun vecteur normal & 'hyperpld, [X| de 'espaceR  ,[X].
X”+1 P Xn+1 R,
Par suited(X"*, R [ ]) M fu

P

n+1

|2 n+lf| T

n+l



1 1

P, +@Q avecdeg@ <n+ ldonc(X"*|P,,,)=—
ntl an+1
+1 | 2
Par suited(X"™*,R [X]):i = 2 (@ +1Y) V2 _
(2n+2)! 2n+1

n+l

2

or X" = p

n+1

n+1




Correction

d’aprés Mines de Sup 1995

Partie |

1. Si P est un polynéme constant alodgP) =0 ce qui en détermine degré et coefficient dominant.

P
Si P est un polyndme non constant, posgnsson degré, on peut écrirg= ZakX’“ (aveca, =0) et
k=0

P
ona A(P)=> a,A(X") avecA(X°)=0 et A(X") = (X +1)' — X" =kX"*+--- pourk >1. Par

k=0
suite A(P) = papX”’1 doncdegA (P )= p— 1et le coefficient dominant d&(P) est pa, ou a,
désigne le coefficient dominant d&.

2.a A, estlinéaire car restriction d’une applicatioréhire, de plus ci-dessus, on a vu qudegP <n
alorsdegA P )<n—1<n doncA :E — E etainsiA

2.b En1,onaobtenu: $# estconstanA(P)=0 etsiP non constante\(P)=0. Le noyau deA  est
donc réduit a I'ensemble des polynémes constaritsi AimkerA = 1 et par le théoréme du rang
rgA, =dimE, —1=n. De plus siP € E, alors on adegA (P )<n—1doncA(P)€ E,,. Par suite
ImA, C E_,. Parinclusion et égalité des dimension A =F .

3. VP e FE,onposanth =degP, ilexiste Q€ FE , tel que A(Q)=P car A

n+l

est un endomorphisme de .

n

.1 €stun endomorphisme de

E, ., dontI'image est, .

Partiell

La  AW@) =N (D) N, ()= m(w—l)...kﬁm—k-i- 2 i1 okt 1)= x(:c—l().k..(:i;m 2)

doncA(N,)=N,,.

1b Pourj<k :A'(N,)=N,, etpuisqueA(N,)=0, A’(N,)=0 pourj>k.
Par suite(A’(N,))(0)=0 si j<k etsij>k alors que(A’(N,))(0)=1si j=k.

2.a Lafamille(N,,N,,....N, ) vérifie degN, =k donc c’est une famille de polynéme de degrés étagpar
conséquent celle-ci est une baseHJe

2b  (A(P)(0)= iak (A’ (NV))(0)=a, puisque(A’(N,))(0)=4,,.
3. a=A"P)(0)=0, b=AY(P)(0)=1etc=A*(P)0)=2.
Considéronsy) = aN, +bN,+cN,. Par I'étude qui préceda(Q) =aN,+bN,+cN,=P.

Concrétement Q(z) = I(xzfl) PG *123(95 —2)_zl— 123(210* i
SOk =D oP) = S A@M = QM+ D- Q) = QG+ - Q=D

4.a  Parrécurrenc®” (f)(z) = f(z +k).

4b A=T-Id, avecT etld, qui commutent donc par la formule du binéme de tdaw

n n

A =3[y er puis ) =31 a7 ).

k=0 k=0

de QOO=X[} 176 carr (DO=1).



Partielll

Soit\,p R et P,Q€E, .

AP+ u@)="_(..,(\P+pu@Q)k),...)= (... \PE)+ pQk&),...)=A(...PE&),.. )+ un(.QE)...)
donco(AP 4 puQ) = Ap(P) + ne(Q) et estlinéaire.

Soit Pe E, . Si p(P)=(0,...,0) alors P(0)=...= P(n)= 0 et donc le polyndme admet au moins
n+1 racines ordegP <n donc P =0. Ainsi kerpo ={0} or dimE, = dimR""* donc¢ estun
isomorphisme.

Par la bijectivité de , il existe un uniqueP € £ tel que(P) = (f(0),...,f (n)). Par suite le probléme
P posséde une unigque solution.

(A ()O) = 2[]( 7 )= Z[](—l)”’P(k)z @ )00,

Rappelons que polt € £, : P = Zaij aveca, = A’(P)(0) donc

P = Z (A/(P))O)N, = Z (A7 (NOWN; -

Posons(’ une constante telle quéz) — P, (z) = K.N (z) . Une telle constant&’ existe carN(z) =0
puisquez ¢ N .

Considérons alorg: R — R définie parp(t) = f(t) — P, (t) - KN(t) . » est une fonction de clasgg™
qui s'annule erD,1,... ;n et aussi en: . Cela fournitn + 2 annulation dan@,n]. Par application du
théoréme de Rolley’ s’annule au moing, +1 fois dans[O,n} et en reprenant ce processy§,™
s'annule au moins une fois daftsn| en un certairt . Or " (t) = f"*(t)—0— (n+ 1)K car

degP, <n et N estun polyndme unitaire de degré-1 donc N = (n+1)!. La relation

F0)
@™ (€) =0 donne alorsk = ce qui permet de conclure.
(n+D)!

Pourz € NN[0,n], |f(x) —R(x)| =0< %Mwl

|f‘"+” @
)1
Pour conclure, il reste a établiiyz €[0,n ,|N(x)| <nl.

Pourz€[0n], z¢N : |f(x)- P()|_ |V ()|_( My |N(2)] .

1)

Raisonnons par récurrence sue N* .

Pourn=1, N(z) =z etla propriété est vraie.

Supposons la propriété établie au rang1 :

Pourz €[0,n+1], étudionsN (z) = z(z —D)x...x (z— (n+1))= M (z)x w—n—1).

Par HR, pourz €[0,n], on a|M (z)| < n! donc|N(z)| < n'x|z—n—1| aveclzr—n—1€[1ln+1 donc
|N(x)| <(n+D!. Pourze [n,n+1} ,

IN(@)|=2(z—1)x...x@@—n)x (n+1-2)< (n+ Dnx...x Ix I= @+ 1). Récurrence établie et
probleme résolu.



Correction du concours blanc 2018 (sujet 1)

Probléme 2

1. (a) Comme P est continue sur R, on note A une primitive de P sur R. On cherche une

1 1 1
B = 0. Cependant, J (A+ ) =0, donne A = —f A.
0

primitive B de P telle que J
0

0
1 1
A, ainsi B est I'unique primitive de P telle que f B=0.

OnposeBzA—f
0

0
(b) On a degB = p + 1 et le coefficient dominant de B est &1 (en écrivant P =

p+
a
apXP 4+ -+ +ag, on trouve B = —P—XPtl 4 L4 g0 X + A).
p+1
2. (a) D’apres la question 1.b et par récurrence, on trouve deg B,, = n, Vn € N.
(b) By est unitaire. On suppose que B,,_; est unitaire. On note B, = AX" + ---, on a
Bl = nAX" ' 4+... = nB,_;. Comme B,,_; est unitaire, on trouve \ = 1, c’est-a-dire

B,, est unitaire. Par récurrence, Vn € N, B,, est unitaire.
(c) D’apres la question 2.b, les polynoémes B,, sont uniques.
(d) On pose Qn(X) = (—1)"B,(1 — X), VneN. On a Qp = By. Soit n € N*. On a :

Q(X)=(-1)""B (1-X)=n(-1)""'B,_1(1 - X) = nQ,_1(X).

De plus, en effectuant le changement de variable ¢ = 1 — x, on trouve :
1 1 0 1

f O (@) dz — (-1)71] Bo(1 — 2)dz — —(—1)"f Bo(t)dt - (-1)71[ By(t)dt = 0.
0 0 1 0

Ainsi, pour tout n € N, @, vérifie la propriété (2). Par unicité de la suite (By,)nen,
ona @, =B,, YneN.

X X+1
(e) De méme que pour la question précédente, on pose @, (X) = 2"~ (Bn (—) +Bn( ; )) )

2
On a Qg = 1. Soit n € N*. On obtient :
X X +1

/ n—1(1 1.,

X+1
2

)) - 2"*2<an_1(§)+an_1(

r+1

)) = nQn_1(X).

x
De plus, en effectuant les changements de variables ¢ = 5 et t = , on trouve :

1 1 1
f Qn(:c)dx=2”_lj Bn(m)dx+2”_1j B (" Y da
0 0 2 0 2
1

1
_ gn-1 JQ Bp(t)dt + 2" ﬁ B (t)dt
0 2

1
= 2”—1f B, (t)dt =0
0

Ainsi, (Qn)nen vérifie la propriété (2), donc, par unicité, Q, = By, ¥n € N.

3. (a) OnaBO:1=<O

O) bg, car by = 1. Supposons que la formule est vraie au rang n — 1.

n—1

n—1

Ona B, 1= Z ( i >bn_1_ka. Par conséquent, une primitive est :
k=0

n—1
n n—1
B, = b1k XL 4
ékﬂ( 2 ) 1-RATT



n (n—1 n
De plus, By(0) = by, dott A = b, et —— - . En eff
e plus, B,(0) = by, d’ou A = b, et k+1< i ) <k+1> n effectuant un

changement d’indice, on trouve :

n—1

_ g < )bn_l_ka“ +b, — k;ﬂ (k Z 1) by 1 W XM 4,
= Zn: < > n—k X" + by, zn: (Z)bnka

k=0

Ainsi, la formule est vraie au rang n.
1
1
(b) On obtient B; = X +¢, mais f B; =0,douc= —5 De méme, ona By = X2~ X +d
0

! 1 1 1
et f Bs =0 donne d = 6 Enfin, on trouve By = X3 — gXQ + §X. Donc b; = —5
0
1
by = 6 et by = 0.

(¢) Soit p € N*. D’apres la formule (3), pour X = % etn=2p+1,ona By1(1/2) =
—Byp+1(1/2), d’ott Byp11(1/2) = 0. De plus, d’apres la formule (4), pour X = 0 et
n = 2p+ 1, on trouve Bay.1(0) = 2%P(Bayy1(0) + Bopi1(1/2)) = 2% By, 41(0), avec
22p # 1, donc B2p+1(0) = b2p+1 =0.

(d) Soit p > 1. D’apres la formule (3), pour X = 0 et n = 2p, on trouve Ba,(0) = Bap(1).
De plus, pour X = 1 et n = 2p + 1 dans la formule (4), on obtient By,;1(1) =
22p(B2p+1(1/2) —|—B2p+1(1)) = 22p32p+1( ) car ng+1(1/2) = 0. Donc B2p+1( ) 0=
Bs,+1(0). Dans tous les cas, on a By(1) = By,(0), pour n > 2.

(e) D’apres la question précédente, by, 2 = Bapy2(0) = Bopi2(1). Cependant, la formule

2p+2
2p + 2
démontrée a la question 3.a permet d’obtenir Ba,i2(1) = Z ( pk >b2p+2_k. De
k=0
2p+ 2 2p + 2 .
plus, P = P , puis en effectuant le changement d’indice i = 2p +
k 2p+2—k

2 — k, on obtient :
2p+2 2p+2
2p + 2 2p+2
b = bopio = b;.
wo= 3 (505 = 3 (77

(f) En utilisant la relation de Chasles dans la somme précédente et le fait que bogq1 = 0,
pour k£ = 1, on trouve :

2p
2p + 2 2p + 2 2p + 2 2p +2 2p + 2
bop—s = b boy_ b b b
2p=2 1;)< i >k+(2p_1> 2p 1+< % >2p+<2p+1 2p+1 1 % + 2 2p+2
-2
2p +2 2p +2
G L8 Gy R
2 2
Comme ( p2; > = (p+1)(2p—1), en simplifiant les by, 1o dans I'égalité précédente,

2p—2
1 2p + 2
£ byy = —— b,
on trouve by, <p+1><2p+1>§0< h )

1 ¢ 1 6 15 1
Avec la fi 1 écédente, Il vient by = —— b = —— (1= =+ 2) = —
(g) Avec la formule précédente, Il vient by 05 E:0< > i 5( + 6) 20

bl



