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Crochet de Lie

Dans tout le probléme 7 désigne un entier supérieur ou égala 1.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C. Si a,b € Z(E), 'endomorphisme a o b sera noté ab et1'on pose
l[a,bl=ab—Dba.

Pour a € 4(E), on note 0, 'endomorphisme de .#(E) défini par 0,(b)=[a,b]=ab—ba.

On admettra le théoreme de décomposition des noyaux (cf. probleme n°2) : .

Soit u € Z(E), M1, ..., A, ses valeurs propres distinctes et a1, ..., o, leur multiplicité respective ; alors E= @ Ker(u —\;1d)% .
i=1

Lobjet du probleme est d’étudier dans quelques cas particuliers des propriétés du « crochet» [, ].

I - EXEMPLE.

1. On suppose dans cette question que E = C,,[X] est'ensemble des polynémes de degré au plus 7, a coefficients dans
C, etl'on pose pour PeE

e(P)=P" , f(P)=—nXP+X?P' , h(P)=—nP+2XP'.
a) Calculer [e, k], [f.h], [e f].
b) Soit F#{0} un sous-espace vectoriel de E stable par e et f, et soit P#0 un élément de F. En examinant les

degrés des images successives de P par e etpar f, prouver que F=E.

E désigne maintenant un C-espace vectoriel quelconque de dimension finie. On considére 3 éléments de .Z(E) notés
e, f, h etvérifiant :
le,hl=2e , [f,h]==-2f , [e.f]l=h , (e f,h)#(0,0,0).

On note %5 le sous-espace vectoriel de Z(E) qu’ils engendrent.

2. Prouver que dim.%; =3.

3. Soit .# un sous-espace vectoriel de %5 tel que
Vge s Vac¥s [a gles.

a) Montrer que si .# contient un élément g =ae +pf+1h avec y#0, alors . =%;.

b) Prouver que si .¢##{0} alors .¢ =.%; (on pourra se ramener a la question précédente).

4. a) Soit y un vecteur propre de & ; prouver que si e(y)#0, alors e(y) est un vecteur propre de h.
b) En déduire qu’il existe un vecteur propre x de h tel que e(x)=0.
Dans la suite de cette partie, on note x un tel vecteur, et on note a la valeur propre de h associée.
5. a) Calculer i (f*(x)) ou k estun entier naturel.
b) En déduire qu'il existe m €N tel que f™(x)#0 et f+1(x)=0.

¢) Prouver que pour k €N*, e (f*(x)) est colinéaire a f*1(x).

6. On suppose que E ne contient aucun sous-espace stable par %5 autre que {0} et E. On pose

F=Vect(x, f(x),..., f™(x))
a) Justifier que F est stable par e, f et h.Que peut-on en déduire ?
b) Montrer que la famille 8 = (x, f(x),..., f™(x)) estune base de E.
c¢) Déterminer la matrice de i dansla base %.
d) En examinant tr h, prouver que o =—m.
7. Déterminer la matrice de e danslabase %.

II - PRELIMINAIRE A UETUDE DE ./,,(C)
Dans cette partie E désigne toujours un C -espace vectoriel de dimension finie.



. Prouver qu'un endomorphisme a de E posséde une seule valeur propre si et seulement s’il existe A € C tel que a—Ald
soit nilpotent.

2. Soit u et v deux endomorphismes nilpotents commutant entre eux. Prouver que u — v est nilpotent.

00 (o8]
3. Soit u un endomorphisme de E ; on pose .4, = | ] Keru? et 9, = (| Imu?.
p=0 p=0

a) Prouver qu’il existe pp €N tel que A, =Kerure et 4, =Imure.

b) Prouver que .4, et ¥, sont deux sous-espaces supplémentaires, stables par u, tels que u restreint a .4;, soit
nilpotent et que u restreinta ¢, soit bijectif.

¢) Prouver réciproquement que si E=F@® G ou F et G sont deux sous-espaces stables par u tels que la restriction
de u a F soit nilpotente et la restriction de u a G bijective, alors F=.4;, et G=9,,.

On vient donc de prouver I'existence et 'unicité de tels sous-espaces F et G.

III - ETUDE DE ./,(C).

Dans cette partie, A désigne une matrice de .#,(C), et]'on note 85 I'endomorphisme de .#,(C) défini par
0,(B)=AB —BA.

1. a) Montrer que les valeurs propres de 'endomorphisme ¢, de .#,(C) défini par ¢pa(M) = AM sont les valeurs
propres de A.

b) Déterminer les valeurs propres de 'endomorphisme 1 de .#,(C) défini par Ya(M)=MA.

Etant donnée A € .#,(C), on considére A et u deux valeurs propres de A de multiplicité respective o et . On pose
%, =Vect {U'V, U eKer(A—AL,)%V eKer (‘A—pl,)’}.

2. a) Prouver quele sous-espace %, de .#,(C) eststable par 0,.

b) Prouver que larestrictionde 0, a %, admet pour unique valeur propre A—p. (onremarquera que 8, = Gpp—pa,
et on utilisera les résultats des questions I1.1 et I1.2).

3. a) Soit I = (Ul,...,Up) et Y= (Vl,...,Vq) deux familles de vecteurs de ., 1(C).

Prouver que si les familles Z# et ¢ sont libres, la famille {Uiij, ie[l,plje [l,q]}, qu'on notera Z ® ¥, est
libre.

b) Onnote %, une base de Ker(A—2AI,)® et % une base de Ker (‘A — uIn)ﬁ.
Prouver que la famille %), ® 9, estune base de £, .

¢) Endéduire que #4,(C)= & £, ou SpA désignel'ensemble des valeurs propres de A.
(MWe(SpAY

4. Déterminer .4p, (on utilisera la question II.3°c).

n n
5. a) Soit pi, ..., pn des entiers positifs ou nuls tels que Y. pr = n. Prouver que Y. pi est minimal lorsque

k=1 k=1
Vkell,n]l,pr=1.
b) En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur A pour que dim.4p, soit minimale.

* ok ok Kk
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I - EXEMPLE.

1. a) Parun calcul simple, on obtient : [e, h](P)= e(h(P)) — h(e(P))=2P’ =2e(P) donc m
[f,h1==2f |et|[e,f1=1|

b) Si P est un polyndme de degré r, alors, la famille (e”(P),--, e*(P), e(P), P, f(P), f2(P),---, f*~"(P)) est une famille
de n+1 polynémes échelonnée en degrés. Comme F est un sous espace stable par e et f, c’est une famille
d’éléments de F.

On a donc une famille libre de n+1 éléments de F, sous espace vectoriel de E espace de dimension n+1. Donc
E=F.
2. On suppose ici pour que (e, f,h)#(0,0,0). On a alors, e #0, f #0 et h #0 d’apres les relations vérifiées par e, f, et
h.
On remarque que le "crochet" est bilinéaire et que Yu € £(E) [u,u]=0.
Considérons une combinaison linéaire nullede e, f et h : ae+Bf+vh=0.
0=[e[e,ae+Bf+1h]l=[e,fh+2ye]=2Pe,donc f=0.
0=[e,ae+yh]=+2ve,donc Y=0 puis 0.=0. S

On en déduit que (e, f, h) estlibre et que .

3. a) x=oae+ff+vhe g,donc (e [f,x]]=—2Yhe_¢ donc he ¢ car y#0.
Deméme, [f,x]=—ah—-2yfe€ ¢ donc fe ¢ .et[e,x]=Ph+2yec ¢ donc ec ¢ .

& stun sous-espace de .£ qui contient les trois vecteurs e, f et h d’'une base de .£ donc .
b) Si _¢ #{0}, alors, il contient un vecteur x =ae+pf+vh avec a#0 ou f#0 ou y#0.

Si y#0, alors on a montré que .

On procede de méme si o #0 ou B #0.

De méme,

4. a) Soit y un vecteur propre de h associé a une valeur propre a : hA(y)=ay.
De eh—he =2e, on déduit e(h(y))— h(e(y))=2e(y) puis h(e(y))=(a—2)e(y).
’ Si e(y)#0, e(y) estdonc un vecteur propre de h associé a la valeur propre o — 2

b) h estun endomorphisme d'un C-espace vectoriel, & possede donc au moins un vecteur propre y associé a une
valeur propre a.
S’il n’existait aucun vecteur propre x de h tel que e(x) = 0, alors, d’apres la question précédente, si y est un
vecteur propre de £, e(y) est un vecteur propre associé a la valeur propre a — 2, e(e(y)) est un vecteur propre
associé a la valeur propre o —4 etc...

On obtient ainsi une infinité de valeurs propres o, @ —2, o —4 etc. ce qui est impossible car 'espace vectoriel E
est de dimension finie.
5. a) Montrons par récurrence que h(f*(x))=(a+2k)f*(x).
C’est vrai pour k=0.
Supposons le résultat vrai a un rang k et utilisons la relation fh—hf=-2f.
F(FEN = RPN = —2F(F*(x)
(@ —2k) ) = h(fEH () = =2 (x)
On en déduit h(f**!(x))=(a+2(k+1))f*"!(x) et on peut conclure d’aprés le principe de récurrence.
h(f*(x)) = (a+2k)f*(x)
b) fOx)=x#0.

Si pour tout entier naturel m, f™(x)# 0, alors on déduit du a) I'existence d'une infinité de valeurs propres pour
h, endomorphisme d'un espace de dimension finie.
C’est impossible, il existe donc m €N tels que f(x)#0 et f+1(x)=0.
¢) Montrons par récurrence que pour k € N*, e(f*(x))=k(a+k —1)f*1(x)
(cela servira dans la question 7)).
Pour k =1, de [e, f] = h, on déduit e(f(x))— f(e(x)) = h(x), or e(x) =0 et h(x) = ax donc e(f(x)) = ax.
Lhypothese de récurrence au rang 1 est vaie.
Supposons I'hypothése de récurrence vraie a un rang k €N* : e(f*(x))=k(a+k —1)f*1(x)
En appliquant la relation e f — fe = h au vecteur f¥(x), on obtient:
e(f** 1 (x))=(k(a+k—1)+a+2k)f*(x)=(k +1)(a+ k) f*(x), hypothese de récurrence au rang k + 1

On peut conclure d’apres le principe de récurrence que’ pour k eN*, e(fk(x))=k(a+k—1)f*1(x)

On en déduit que | pour k € N*, e(f*(x)) est colinéaire a f¥—1(x) ‘
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6. a) F=Vectix, f(x),---, f™(x)}, on utilise les résultats de la question 5)
f™*1(x)=0 donc F est stable par f .
VkeN, h(f*x))=(a+2k)f*(x)<F, onen déduit que F est stable par h .
e(x)=0et VkeN*, e(ff(x))=k(a+k—1)fk1(x)€F, on en déduit que F est stable par e .

’ F estdoncstablepar e, f et h ‘

On sait que F # {0} car x #0, or E ne contient aucun sous-espace stable par .¢; autre que {0} et E. On a donc
b) En a), on a montré que A =(x, f(x), -+, f™(x)) est une famille génératrice de E.

Considérons une combinaison linéaire nulle des vecteurs de B : aox+a; f(x)+--+anf™(x)=0.

f™(x)#0 et fm*1(x)=0, donc sion applique f™ al’expression précédente, il reste : aof”(x)=0.On en déduit

que ap=0.

On recommence en appliquant -1 puis f~2 etc. et on en déduit a; =0 puis a, =0 etc.

La famille 9 est donc libre.

Finalement:’ B=(x, f(x),-+,f™(x)) estune base de E ‘

¢) Onavuque Yk €N, h(f*(x))=(a+2k)f*(x), lamatrice danslabase % = (x, f(x),---, f"(x)) est donc la matrice
diagonale d’ordre m + 1 dont les éléments diagonaux sont: o, +2,-- ,a+2m

m
d) Dec), on déduit : trh:(m+1)a+22k:(m+1)a+ m(m+1)=(m+1)(a+m)
k=0

De [e, fl=h,ondéduit: trh=tr(ef — fe)=tr(ef)—tr(fe)=0

on adonc[a=—m]

7. On a montré que pour k €N*, e(f*(x))=k(a+k —1)f*~1(x), de plus e(x)=0, on en déduit que la matrice de e dans
labase 2 est (a;j)i<i<nn avec a;; =(i+1)(a+1i)sij=i+1 et a;; =0 sinon.

Isjsm+l
II - PRELIMINAIRE A LETUDE DE .#,(C).

1. Notons n=dimE.
Si a € Z(E) possede une unique valeur propre A, alors son polynéme caractéristique est (A —X)".

Du théoréeme de Cayley-Hamilton, on déduit alors que (AId —a)" =0. ’ (a —\1d) est donc nilpotent ‘

Réciproquement, si il existe A tel que (a —AId) est nilpotent, alors a posséde un polynéme annulateur de la forme
(X—A)™. Les valeurs propres de a étant incluses dans I'ensemble des racines d’'un polyndme annulateur, la seule
valeur propre possible de a est A. Et A est effectivement valeur propre puisque a —AId n’est pas injectif.

2. Supposons u nilpotent d’ordre p et v nilpotent d’ordre q.
(p+a
Comme u et v commutent, on peut utiliser le binome de Newton : (1 — v)P*9 = Z ( r ) ukyprak,
k=0
u? =0 donc tous les termes d’'indice k = p sont nuls.

v =0 donc tous les termes d’indice k < p sont nuls.

Onadonc (u —v)P+4=0. ’ u — v est bien nilpotent.

n
3. a) (Keru")= (U Ker u?) est une suite croissante de sous-espaces de E, E est de dimension finie, cette suite est
p=0

o0
donc stationnaire, constante a partir d'un certain rang po. On a donc| .4 U =Keru” =Keru”.
p=0

n
De méme, (Imu”) = (m Im u”) est une suite décroissante de sous-espace de E, constante a partir du méme
p=0

o0
rang po car dimKeru”+dimImu” =E.Onadonc| ¥, = ﬂ Imu? =Imu?.
p=0

b) Soit x e A, NY,. uP(x)=0 etil existe y €E tel que x = uPo(y).
On a alors u?”(y) =0, donc y € Keru?” . Comme Keru?’ = Keru?, on a u”(y)=0 et donc x =0 d’ol
NN, ={0}.
De plus dim .4}, +dim ¢, = dimKer u?° +dim Im ©”> =dimE.

On en déduit que m
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u commute avec u” donc Keru?o et ImuPo sont stables par u :’ N et 9, sontstables par u.

La restriction de u a .4}, est nilpotente d’indice py.
Larestriction de u a ¥, estbijective car son noyau est réduit a {0} et que 'on est en dimension finie.
¢) Soit n tel que larestriction de u a F soit nilpotente d’indice 7.
Soit x €E. On le décompose suivant la somme directe F& G=E : x =xp+ xg. (u"(x) =0 et u(xg)€G)
Vk=n, uf(x)=u*(xg)€eG,doncVk=n, InucG.
D’autre part, la restriction de u a G est bijective donc Vk €N, G=ImuF.

n o0
Comme la suite (Imu")= (ﬂ Imu?”) est décroissante, | ¥, = ﬂ Imu? =G.
p:() p:()

o0
Vxe€F, u"(x)=0 donc FcKeru”.On en déduit que FC UKeru” =N,.
p=0
Or dimF=dimE—-dimG, dim.#4;, =dimE—-dim¥, et G=%,.0nen déduitm

III - ETUDE DE .#,(C).

1. a) Soit A une valeur propre de A associée au vecteur propre X et M la matrice carrée d’ordre n dont chaque
colonne est égale a X. On voit que ¢po(M)=MA=2AA. A est donc une valeur propre de ¢, .
Soit A une valeur propre de ¢, associée a M : ¢,(M)=2AM. Chaque colonne non nulle de M est alors un vecteur
propre de A. A est donc une valeur propre de A.

’ Les valeurs propres de 'endomorphisme ¢, sont bien les valeurs propres de A. ‘
b) Ya(M)=MA, or MA=AA sietseulementsi ‘A‘M=A'M

les valeurs propres de 'endomorphisme 1, sont les valeurs propres de A. ‘

D’apres la question précédente,

2. a) (A—AIL,)* commute avec A donc Ker(A—AI,)* est stable par A.
(*A—ul,)P commute avec ‘A donc Ker(*A—ul,)P est stable par ‘A.
Si U eKer(A—AlL,)* et VeKer(*A—pl,)P, alors AU € Ker(A—AI,)* et AV e Ker(fA—pl,)P.
On en déduit que 6,(U*V)=AU'V—-U'VA=(AU)'V-V!(*AV) € &, .| £ estdonc stable par 6,. ‘

b) La restriction de ¢ —AId a %, est un endomorphisme nilpotent, en effet, pour U € Ker(A — AI,)* et
VeKer(FA—pl,)B, (b, — AId)4(U*V)=(A—Al,)*U*V=0 car U< Ker(A—AL,)".
De méme, la restriction de \p —p.Id a %, est un endomorphisme nilpotent, en effet, pour U € Ker(A—AIL,)* et
VeKer(FA—pl, )P, (b, —A1d)P(UV)=UV(A—pl,)P =U((FA—ul,)PV)=0 car VeKer(*FA—pul,)P.
De plus ¢ et P, commutent car pour toute matrice M € 4,(C), ¢pa(Pa(M)) =Pa(dpa(M)) =AMA, ¢p—AId et
Ya —wId commutent donc également.
De la question II 2), on déduit que la restriction de (pa —1a)—(A—p)Id a %y, estun endomorphisme nilpotent.

De la question II 1), on déduit ensuite que la restriction de 8y = ¢pa —Pa a £, posséde A —p comme unique
valeur propre.

Donc:|larestriction de 8, a %, posséde A —u comme unique valeur propre. ‘

3. a) On suppose que les familles & = (Uy,Uy,---,U,) et ¢ = (V1,Vy,---,V,) sont libres et on note (by;)i<k<n les
coefficients de la matrice V;.
Considérons une combinaison linéaire nulle de la famille 7 ® ¥ : Z a;;U;"V; =0.

1<i<p
1<j<q

En séparant les deux sommes, Xp:Ui’ (2'4: a,-jVj) =0

i=1 j=1

P4
On obtient une matrice carrée d’ordre n dontla kiéme colonne est: Z (Z ;b j)U ;=0
i=1  j=1

q
Comme la famille .7 = (U,, Uy, ---,U,) estlibre, on en déduit que les scalaires Z a;jby; sont tous nuls, puis que
=1
q
pour tout i : Zai]-vj =0 etcomme ¥ =(V1,Vs,--+,Vy) estlibre, tous les a;; sont nuls.
j=1
La famille Z ® ¢ est donc libre ‘
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b) Soit U € Ker(A—Al,)* et VeKer(fA—pl,)P. Dela décomposition de U dans la base 2, et de la décomposition
de V dans la base 2, on déduit immédiatement un décomposition de U’V dans %) ® BBJ, donc %) ® %: est
une famille génératrice de %, .

C’est une famille libre, d’apres a) .

B ® 98:; est bien une base de .%), ;.

¢) Onnote Aj,:--, A, les valeurs propres deux a deux distinctes de A de multiplicités respectives: o, -, o, .
On utilise le théoréme de décomposition des noyaux pour A et pour ‘A :

r r
E=EPKer(A—2;1,)% = P Ker('A—r1,)*"
i=1 i=1

On note (Uy,---,U,) une base de .#,(C) adaptée a la premiére somme directe et (Vi,---,V,) une base de
M, (C) adaptée a la seconde somme directe.

De 3.a), on déduit que (U;"V;)i<i<n estune famille libre de n? vecteurs de .#,(C), c’est donc une base de .#,(C).

<j<n

On fait ensuite une partition de cette base : (%M ® %; ) \<ic, OUDbien avec les notations de I’énoncé :
;) 1sis
1<j<n
(93x ® %ﬁ) , d’ottl’'on déduit :| ./#,(C)= @ L
(M u)E(SpA) Py

4. On amontré que %, eststable par 8, et que larestriction de 6, a £, possede A —u comme unique valeur propre.
Larestriction de 0, a %, est donc bijective si A # ., et nilpotente si A =u.
Notons F= @ Lo et G= @ L

AESpPA (e(spAy
AU

On a évidemment .#,(C)=F®G, de pluslarestriction de 8, a F estnilpotente et la restriction de 8, a G est bijective.

De la question II 3.c), on déduit alors que | Ap, =F = @ Lo
AeSpecA

n

5. a) Soient py,---, p, des entiers positifs ou nuls tels que Z pr=n.

k=1
Zn:pi - n=zn:(pi —pk)=2n:pk(pk -1)
k=1 k=1 k=1

n
pi estun entier naturel, donc pi(pr —1)=0 et Zpi =>n.
k=1

n n
De plus Z pi =n sietseulementsiles p; sonttous égauxa 0 ou 1, comme Z pr = n,le seul cas possible pour
k=1 k=1

n
avoir Zpi =n est pr =1 pour tout k.
k=1

n
Z p; estbien minimal lorsque, pour tout k, px =1.
k=1

r r
b) Enreprenant les notations de la question 4) : dim .Ap, = Z (1? , et Z o;=n.
i=1 i=1
On se ramene a la question précédente en posant o; =0 pour r <i < n.
On voit alors qu'une condition nécessaire et suffisante pour que dim.44, soit minimale est:
Vie[l,n], a;=1

Autrement dit : | dim.4p, est minimale si et seulement si A possede n valeurs propres distinctes |.

Corrigés de problemes — © TLEGAY - Lycée d’Arsonval 4/4 29 aolit 2010



