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Dans ce probléme, E est un C-espace vectoriel de dimension finie.

Q6.

Q7.

Qs.

Qo.

Un exemple

2 3
1 1
2\ —1
de projecteurs puis calculer ITy + 5115, II; + 115 et IT1115.

Vérifier que la matrice A = ( s 2 ) est diagonalisable.

— 1
Démontrer que les matrices 1I; = 11 ) et I, = 5 ( 1 1 ) sont des matrices

On rappelle le lemme de décomposition des noyaux :
si P, Py, ..., P. sont des éléments de C[X] deux & deux premiers entre eux de produit
égal & T', si u est un endomorphisme de F, alors :

Ker[T'(u)] = Ker(Py(u)) & Ker(Pe(u)) & ... & Ker(P,(u)).

L’objet de cette question est de démontrer le cas particulier r = 2.

Soit u un endomorphisme de E et soient P et () deux polynémes premiers entre eux.

Justifier que Ker(P(u)) C Ker[(PQ)(u)] (de méme, on a : Ker(Q(u)) C Ker[(PQ)(u)]).
Démontrer que : Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) & Ker(Q(u)).

Dans la suite du probléme, on pourra utiliser librement le lemme de décomposition des
noyaux.

Soit u un endomorphisme de E et soit m, son polyndme minimal.
On suppose que 7, = Pf ! PQI€2 ol les polynoémes P; et P, sont premiers entre eux. On pose,

pour tout entier ¢ € {1,2}, Q; = P—Z
Justifier qu'il existe deux polynémés Ry et Ry de C[X] tels que R1Q1 + R2Q2 = 1.

Pour la suite de cette partie, on notera m, = Pf* Py* ... Pkm la décomposition en facteurs
premiers du polyndéme minimal et on admettra que, si pour tout entier i € {1,2,...,m},
Q; = %, il existe des polynomes de C[X] tels que R1Q1 + RoQ2 + ... + R, Q= 1.

1
On pose alors, pour tout entier ¢ € {1,2,...,m}, p; = R;(u) o Q;(u).
Démontrer que, pour tout couple (i, 7) d’entiers distincts de {1,2,...,m}, on a les trois
résultats suivants :

pzopj = 07

=1

et chaque p; est un projecteur de F.
Les p; seront appelés projecteurs associés a u.



Q10.

Soit v un endomorphisme de E et soit x, son polynome caractéristique :

m

Xu = H(X - )‘i>ai

=1

(avec les \; deux a deux distincts et les a; des entiers naturels non nuls) et, pour tout en-
tier ¢ € {1,2,...,m}, N; = Ker(u — \jidg)® le sous-espace propre caractéristique associé
Justifier que E =Ny & No® ... B N,,.

Q11. Démontrer que £ =Im p; ®Im po & ... B Im p,,.
Q12. Démontrer que, pour tout entier ¢ € {1,2,...,m}, N; = Im p;.
Partie 11
ans toute cette partie, on suppose que ’endomorphisme u est diagonalisable et on note
D tout tt ti I’end hi t di lisable et t
A1, Ao, ..., Ay, ses valeurs propres distinctes.
Q13. Quel est alors le polynéme minimal 7, de u?
Ty o
Q14. On note toujours, pour tout entier i € {1,2,...,m}, Q; = 5 ou P, = X — \;, et on pose
1 (2
0, = ——.
Qi(\i) ,
Donner sans détails, la décomposition en éléments simples de —, puis démontrer que les
Ty
projecteurs associés a u sont, pour tout entier i € {1,2,...,m}, p; = 00 )
Q15. Démontrer que X = Z QQ<—§\)) puis que u = Z \ipi (décomposition spectrale de u).
=1 v\ i=1
11 1 1
s : 1 1 -1 -1
Q16. Exemple : on considére la matrice A = 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
(a) Justifier que la matrice A est diagonalisable et calculer la matrice A?.
(b) En déduire le polynéme minimal 74 de la matrice A puis la décomposition spectrale
de la matrice A. On notera II; et Il; les matrices des projecteurs associés.
(c) Calculer, pour tout entier naturel g, A? en fonction des matrices I1; et II,.
Q17. On note C[v] I'algébre des polynémes d’un endomorphisme v d’'un C-espace vectoriel de

dimension finie.
Démontrer que la dimension de I'espace vectoriel Clv] est égale au degré du polynéme
minimal 7, de I’endomorphisme v.



Q18.

Q19.

Q20.

m

On revient au cas u diagonalisable avec m, = H(X — i)

i=1
Démontrer que la famille (py,po,...,pm) des projecteurs associés a u est une base de
'espace vectoriel Clu].

Dans le cas d'un endomorphisme u non diagonalisable, la famille (py, po, ..., ) des pro-

jecteurs associés a u est-elle toujours une base de 'espace vectoriel Clu] ?

Nous avons vu que si v est un endomorphisme de E diagonalisable, il existe m endomor-

m
phismes non nuls p; de E, tels que, pour tout entier naturel ¢, on ait u? = Z A p;.
=1
Nous allons étudier une "réciproque".

Soit u un endomorphisme de E, C-espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il
existe m endomorphismes non nuls f; de E et m complexes A\i, \g, ..., A, distincts, tels

m
que, pour tout entier naturel ¢, on ait u? = Z A S
=1

Démontrer que u est diagonalisable.

FIN



Probleme

Partiel

6°.

7°.

8°.

A= ( g g ) est symétrique réelle, donc diagonalisable.

II;- Il =0; II;+5II,=A; II1+II, =1
M5 =1;; II5=1l.

1(57+1 57-1
Remarque: Vq € N; A":H1+5"H2:§ s9_1 5941 |

Q(u)oP(u) =(PQ)(w), Soitx€ E:
xeKerP(u) = P(u)(x) =0
= Q) oP(u)() =0
= (PQ)(W)(x) =0
— x € ker(PQ)(u).
Donc ker P(u) < ker(PQ) (1) De méme Ker Q(u) c ker(PQ) (u).
Donc Ker P(u) + ker Q(u) c ker(PQ)(u).

PAQ=1=—3U,VeC[Xl/U-P+V-Q=1

alors| Vx € E, x = U(u) o P(u)(x) + V() 0 Q1) (x) = y + 2|

Six € Ker(PQ)(u) alors y € Ker Q(u) et z € Ker P(u) donc  Ker(PQ)(u) c Ker P(u)+Ker Q(u).
Par conséquent Ker(PQ)(u) = Ker P(u) + Ker Q(u).

de plus si x € Ker P(u) N Ker Q(u), alors x = 0 d’aprés |'égalité encadré précédente :

donc Ker(PQ)(u) = Ker P(u) ¢ Ker Q(u)

M, =P"P2,Q =P2:Q,= PP

PiAP,=1= PF APk =1

Donc Q1 AQ2=1

ARy, R € C[X]/R1Q1 + R2Q2 =1.
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9° pi = Ri(u) o Q; (u) supposons que: i # j, alors

10°.

11°.

12°.

piopj = (RiRj)(u) o (Q;-Qj)(u)
or (QiQj)=— —F =

et

pour j fixé:

donc pj est 1 projecteur :

les A; sont # 2 a 2, alors les polyndmes (X — A;)* sont premiers entre eux 2 a 2, par applica-
tion du lemme des noyaux et de cayley-Hamilton.

P Ni= @ Ker(u-A;idp)*

1<i<m 1<i<m
m
=Ker [ ] (u—A;idp)™
i=1
= Ker X, (u)
=Ker0
=FE

m m
Soit x € E d’apres Q9; x = Z pi(x) donc E c Z Imp;, alors 'égalité, et si  y; € Im(p;) =

i=1 i=1
ker(p —idg /Z yi=0alors y; = p; (J’z)
i=1
Soit j fixé, alors 0 = Z pjopi(yi)=pj(y;j) =y;
i=1
m 1
DoncE:@Im(pi).

i=1
Pour i fixé et y; € Im(p;) donc y; = p; (y,) alors y; = (Q; R;) (u), par conséquent

(u—Aiid)* (y;) = (P;" QiR;) (w)

= (y - Ry) (u)
=7y (u) o R;(u)
=0
Donc y; € Ker (u—A;1)% = Nj.
Donc
Im(p;) < N;
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Sidi Im(pi) & Nj, alors E = @ Im(p;) & @ N; = E, absurde
1<i<m 1<i<m
donc Vi e {l,...,m} Imp;=N,

Partie 11
13°. 11, est simplement scindé car u est diagonalisable, donc
m
my =[] (X-29).
i=1
1 m b X-A;
14°. Posons — = : ,onab-:( )(A)— =0;
Jtu ,:ZI x—A; ' u QA
donc — Z :, donc 1 = = ) 6;Q;, d’apres la définition de p; on a
i=1 Q w 50X /1 i=1
u
=0;0Q;(u). Alors :
Qi P
X & X(X-Aj) X A
15°. On pose — = ' avecc; = (—') (Aj) = ( )(A )=
P Ty i:ZiX_Ai ' Ty ' Qi (X) Ql(A')
Donc X = Z Ai Q;(X).
S
Qi(u) U
Alorsu=) A;———=) A;p;.
Zl Qan BN
16°. a/ Aestsymétrique réelle donc diagonalisable et A% = 414 (Calcul).
b/ X -2et X +2ne sont pas des annulateurs de A donc w4 = X2 -4 = (X —2)(X +2).
Sp(A) =1{2,-2}:Onprend A;=2;1,=-2.
A+21 A-21 II4
Alors A = 2IT; + (-2)I, : avec IT; = 2 M, = 1 carQ = 2—X+2 Q.=
I1
4 _x-2
X+2
3 1 1 1 -1 1 1 1
1 3 -1 -1 11 1 -1 -1 -1
AlorsII; = — 1 -1 3 -1 et Hz——z 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 3 1 -1 -1 -1
¢/ AlorsVgeN: A7=2911;+(-2)7Il, parrécurrence car IT; - Tl = I - I; = 0.
17°. Soitd = dOJ'[V : Montrons que C[v] zvec(id, Uy eeey vd_l). On avect( id, v,..., vd'l) c Clv].
soitPeC[X] dQ,ReC[X]| P=m,-Q+Ravec d°R<d’x, =dalors P(v) = 7Ty(v)oQ(v)+
R()=R(v).
donc P(v) € Vec(id, Uyeuo) vd_l). Donc C[v] = vect(id, /P vd_l).
d-1 )
Par I'absurde si 3@y, ..., @41 € C non tous nuls tel que Z a;v' =0 alors le polynéme L =
i=0
d-1 ) l
Z a; X' estannulateurde vet L#Z0etd’L<d=d’x, ce qui est absurde avec la définition
i=0
de x,.
donc (idE, Uyeer vd_l) est libre, donc base de C[v] alors dimC[v] = d = d°I1y.
* Qi(u)
18°. Supposons que 7T, = H(X—A,-):Ona: pi= €Clu] :
i=1 Ql (Az)

m m
Donc vect (pl,...,pm) cClu] :etu= Z Aipi: id = Z pi, alors par les questions (Q9 +
i=1 i=1

m
Q15) et par récurrence VgeN uf = Z /X?p,- € vect(pyy ey Pm)-
i=1
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m
donc Clu] =vect(p1,...,pm) :etsi@r,e, @ €C|l Y a;p;=0.

i=1
m

Alors pour j fixé a;pjop;=0:donc a;jp;j=0donca;=0carpj#0.Donc(pi,...pm)

n=1
base de Clu].
1 -1 .
19°. Posons B = ( 1 -1 ) : B?>=0; B#0, Bestdoncnon diagonalisable, soit

1 -1 0
A=|11 -1 0 ; Sp(A) ={0,1}
0 0 1

Car xya=yxp - X-1) = X3(X-1); et A(A-I3) #0, alors II4 = X2(X -1) : donc A est non
diagonalisable : d°I1 4 = 3 : mais ici on a seulement deux projecteurs associés a A qu’on note

II; er I,.
d’apres Q17 : dimC[A] = d’z 4 = 3. Mais dimvect (I1;,11») < 2 : donc (I3, II,) nest pas
une base de C[A] :
m N
20°. Supposons que YgeN: u?=3Y AlfisoitP=) a,X9 ;N fixédansN:alors:
i=1 q=0
N N m
Pw= ) aqu = > anﬂ?fi
q=0 q=0 i=1
Donc
m N m
Pw=) (Z a,,/lg’)f,- =Y PA)fi
i=1\g=0 i=1
Alors :

VPeC[X], Pw=) PA)f;
i=1

m

Si on prend P = H (X — A;) qui est scindé a racines simples, de plus d’apres 1'égalité précé-
i=1

dente P(u) = 0; donc u est diagonalisable.

Pour vos remarques sadikoulmeki@yahoo.fr
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ENONCE CCP - MATHS 2- 2023

Exercie I

On note E = R2[X]. Dans cet exercee. on pourra uiliser sans démonstration que pour tout entier
+oo
2e™* est intégrable sur [0, +oo[ etf x"e *dx=n!
0

naturel n, ta fonction x — x

1°. Démontrer que I'on définit un produit scalaire sur E en posant, pour tout couple (P,Q) de

+00
polynoémes de E, (P|Q) = f P(x)Q(x)e *dx. On notera |.|| la norme euclidienne associe.
0

2°. Déterminer le projeté orthogonal de X2 sur F = Ry [X] noté Pr (X?).
3°. Justifier que ||X2 — Pr(X?) ||2 = ||X2||2 — | Pp(X?) ”2 puis calculer le réel
+o0

. 2 _
inf (x*—ax-b) e *dx
(@b)erz Jo

Exercie I1

Soit p €]10,1[, g = 1-p. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N définies
sur un méme espace probabilisé et suivant la méme loi définie par :

VkeN,P(X=k)=P(Y =k) = pq*

On considere les variables aléatoires Z et T définies par Z =sup(X,Y) et T =inf(X, Y).

4°. Pour tout couple (m,n) d’entiers naturels, déterminer P((Z = m) n (T = n)) en distinguant
troiscas: m>n,m<netm=n.

5°%. En déduire la loi de la variable aléatoire Z.

PROBLEME

Dans ce probleme, E est un C-espace vectoriel de dimension finie.

Partie

6°. Un exemple

2
Vérifier que la matrice A = ( 2 3 ) est diagonalisable.
1 -1
-1 1

jecteur puis calculer ITy + 5115, I + I1, et IT; IT,.

X 1 1{1 1 .
Démontrer que les matrices I = > ( ) etll = 2 ( 11 ) sont des matrices de pro-

7°. On rappelle le lemme de décomposition des noyaux : Si Py, Ps,..., P, sont des éléments de
C[X] deux a deux premiers entre eux de produit égal a T, si u est un endomorphisme de E
alors :
Ker[T (u)] = Ker (P; (u#)) ® Ker (P2 (1)) ®... 9 Ker (P (1))

Lobjet de cette question est de démontrer le cas particulier r = 2.
Soit # un endomorphisme de E et soit P et Q deux polyndmes premiers entre eux.
Justifier que Ker(P(u)) < Ker[(PQ)(u)] (de méme, on a : Ker(Q(u)) < Ker[(PQ)(u)]).

Dans la suite du probléme, on pourra utiliser librement le lemme de décomposition des noyaux.
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8°.

9°.

10°.

11°.
12°.

13°.
14°.

15°.

16°.

Soit # un endomorphisme de E et soit &, son polynome minimal. On suppose que 7x, =
P{“ sz ol les polynomes P; et P, sont premiers entre eux. On pose, pour tout entier i €

T
{1,2}, Qi = _:
P 1

Justifier qu’illexiste deux polyndmes R et Ry de C[X] tels que R Q; + R2Q2 = 1.

Pour la suite de cette partie, on notera &, = P{C‘sz . ..P,’f{” la décomposition en facteurs pre-
miers du polyndme minimal et on admettra que, si pour tout entier i € {1,2,...,m},Q; = ;—i':,
il existe des polynomes de C[X] tels que Ry Q; + R2Q2+...+ R;;, Q=1

On pose alors pour tout entier i € {1,2,..., mi,pi = Rj(u), Q;(u) . Démontrer que pour tout

couple (i, j) d’entiers distincts de {1,2,...,m}, on a les trois résultats suivants :
piop;j=0,
m
Z Pi= idg,
i=1

et chaque p; est un projecteur de E.
Les p; seront appelés projecteurs associés a u.
m
Soit # un endomorphisme de E et soit ), son polyndme caractéristique : x, = l_[ (X-A)%
i=1
(avec les A; deux a deux distincts et les a; des entiers naturels non nuls) et pour tout entier
ie{l,2,...,m},N; = Ker (u - AjidE)ai le sous-espace caractéristique associé a A ;.
Justifierque E= Ny ® N2 ®...® Ny,.
Démontrerque E=Imp;eImp, ®...eImp,,.

Démontrer que pour tout entier i € {1,2,...,m},Im p; = Nj.

Partie 11

Dans toute cette partie, on suppose que 'endomorphisme u est diagonalisable et on note
A1, A2,..., Ay, ses valeurs propres distinctes.

Quel est alors le polyn6me minimal 7, de u?
. .. Ty .
On note toujours, pour tout entier i € {1,2,...,m},Q; = Fu ou P; = X-A;, eton pose 6; =
i
1

Qi (1))
1
Donner, sans détails, la décomposition en éléments simples de — puis démontrer que les
Ty
. N . Qi(u)
projecteurs associés a u sont, pour tout entier i € {1,2,...,m}, p; = m
iAg
. - AiQi(X) . = . o
Démontrer que X = ) ————— puis que u = ) A;p; (décomposition spectrale de u ).
i1 Qi(Ay) i=1
1 1 1 1
C1s . 1 1 -1 -1
Exemple : on considere la matrice A = 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1

a/ Justifier que la matrice A est diagonalisable et calculer la matrice A2.

b/ En déduire le polyn6me minimal 7 4 de la matrice A puis la décomposition spectrale de
la matrice A.
On notera IT; et IT, les matrices des projecteurs associés.

¢/ Calculer, pour tout entier naturel g, A7 en fonction des matrices IT; et IT5.
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17°.

18°.

19°.

20°.

On note C[v] I'algeébre des polynomes d'un endomorphisme v d'un C-espace vectoriel de di-
mension finie.
Démontrer que la dimension de I'espace vectoriel C[v] est égal au degré du polynéme mini-

mal 7r, de 'endomorphisme v.
m
On revient au cas u diagonalisable avec 7, = H (X-A)).
i=1
Démontrer que la famille (pl, P2yeee) pm) des projecteurs associés a u est une base de |'’espace
vectoriel Clu]

Dans le cas d’'un endomorphisme u non diagonalisable, la famille (py, p2,..., pm) des projec-
teurs associés a u est-elle toujours une base de I'espace vectoriel C[u] ?

Nous avons vu que si # est un endomorphisme de E diagonalisable, il existe m endomor-

m
phismes non nuls p; de E, tels que pour tout entier g on ait u9 = Z A:.’ pi-
i=1
Nous allons étudier une « réciproque ».
Soit # un endomorphisme de E,C-espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu'’il

existe m endomorphismes non nuls f; de E et m complexes A1, Ay,...,A,, distincts, tels que
m

pour tout entier naturel g on ait u? = ) 1;9f;.
i=1
Démontrer que u est diagonalisable.

FIN
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