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Theme 2 : Comportement aux bords

Exercice 1 Régle des équivalents

Soient (a,) et (b,) deux suites de réels positifs. On note R et R’ les rayons de convergence
respectifs des series entiéres > a,z" et ) b,z". Soient f:xz+— Y a,x"etg:xz— ) b,x".

On suppose enfin qu'il existe I € R tel que lim,, Z—" =1L

1. Montrer que R > R'.

On suppose désormais que R’ =1 et que la série )b, est divergente.

2. Soit M > 0. Montrer qu'il existe un entier N > 0 et un réel § > 0 tel que, pour tout
z €]1 —4,1], alors EQLO b > M.

3. En déduire que g(z) — +o0 lorsque z — 1.

4. Soite > 0et N > 1tel que (I —e)b, < a, < (I +¢€)b, pour tout n > N. Montrer que

f(z) = P(e) + Y cas”
n=0

ou P est un polynéme, et (I — €)b, < ¢, < (I + €)b, pour tout n > 0.
5. En déduire que

Exercice 2 Théoréemes de Tauber -1

Soit S(x) = >, ., anx™ une série entiére de rayon de convergence 1. On suppose de plus que
S(z) admet une limite lorsque = tend vers 1~ et on note /¢ cette limite.

1. La série ) a, est-elle nécessairement convergente?

2. On suppose désormais que a, > 0 pour tout n € N. Démontrer que la série ) a,
converge et que £ =) - an.

Exercice 3 - Théoreme d'Abel

Soit (an) une suite de réels tel que ) a,z" soit de rayon de convergence 1. On note f la

somme de cette série entiére. On suppose de plus que la série numérique ) a, converge et
on note

+00
R, = Z ak.

k=n+1

1. Démontrer que, pour tout z € [0,1[ et toutn > 1, 0n a

oo n +00
fla) - Zak - Zak(wk D+ (z-1) Z Ryz" + Ry (2" — 1).
k=0 k=0

k=n+1

2. En déduire que
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Theme 3 :

Exercice 1

Application des DSE au dénombrement

- Nombre de dérangements

Pour tous les entiers k et n tels que n > 1 et 0 < k <n, on note D, ; le nombre de bijections
(ou permutations) s de I'ensemble {1,...,n} ayant k points fixes, c'est-a-dire telles que

On pose Doy =1 et d, = D, . d, désigne le nombre de dérangements, c'est-a-dire de
permutations sans point fixe.

1.

Dresser la liste de toutes les permutations de {1, 2,3} et en déduire la valeur de Ds,

D3y, D3y et Dy .

2.
3

4.
1.
5.
6.

7.

Montrer que n! =37 Dy .

. Montrer que Dy = (}) Dn—rp-
Montrer que la série entiére ) & ,m a un rayon de convergence supérieur ou égal a
On pose f(z) = 3.7 d" z". Montrer que (expz)f(z) = — pour |z| < 1
n=0 p p T 1-z '

k
En déduire que d, = n! Zk 0 1,)

Soit p, la probabilité pour qu'une permutation prise au hasard soit un dérangement.

Quelle est la limite de p, quand n tend vers +o00?

Exercice 2 - Nombre d'involutions
On rappelle qu'une involution de {1,...,n} est une application s : {1,...,n} — {1,...,n} telle
que s o s(k) = k pour tout k € {1,...,n}. On note I,, le nombre d'involutions de {1,...,n} et on

convient que Iy = 1.

1.

Démontrer que, sin > 1, alors

In+1 =1I,+nl, ;.

2. Démontrer que la série entiere §(z) =} .~ I—a: converge pour tout z dans |—1,1].
On note S sa somme.

3. Justifier que, pour tout z €] — 1,1[, on a §'(z) = (1 + z)S(x).

4. En déduire une expression de S(z), puis de I,,.
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