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PrépasMP

Séries Numériques

INTRODUCTION

Soit (an) la suite réelle définie par :

1 n+1dt

On étudie la série de terme général a,. On montre qu’elle est convergente et on donne dif-
férentes représentations de sa somme, notée 7y, et appelée Constante d’Euler. Pour cela on
commence par étudier la suite (Sy,)nen+ définie par :

neN*

n

- "1 L qe 1
snzzapzzf_/ Lo ).
p=1 =17 ! p=1P

=1

On s’intéresse également a la suite (Hy), oy définie par Hp = 0 et pour tout entier n > 1,
"1
Hp=> -
p=1 p
PARTIE I: PREMIERE APPROCHE DE LA CONSTANTE D’EULER

p+1
1) Soit p € N*. En encadrant 'intégrale / e montrer que
P

0< < ! !

a -
2) En déduire que la suite (S,), oy« est majorée, puis qu’elle est convergente et que sa limite ~
appartient a l'intervalle [0, 1] .

3) Veérifier que pour tout p € N* on a :

1/1 1 1 1 1
(- —=)<ap<i(—=—-).
2\p p+1 2\p—1 p

4) En déduire un encadrement de S,, — S, pour m et n des entiers vérifiant m > n > 1. Puis
montrer que pour tout entier n > 1 on a :
1 1
<v—5, < —.
mt+2 > TS oy
5) Conclure qu’on a le développement asymptotique suivant pour la suite (Hy), cn- :
1 1
H, = Inn+~v+_—+4+o|—).
n—oo 2n n
1
6) Pour tout n € N* on pose T, = S,, + ———. Montrer que
2n + 2
1
0y -1,

<-— .
" 2n(n+ 1)

7) Déterminer un entier n € N* pour lequel 7}, est une valeur approchée de v & 1072 prés.
Donner alors un encadrement de v & 10™2 prés.



PARTIE II : DEUX REPRESENTATIONS INTEGRALES DE LA CONSTANTE D’EULER

Soit I un intervalle non vide de R, borné ou non et soit f : I — R une fonction continue par
morceauz. On dira que f est intégrable sur I si l'intégrale impropre de f sur I est absolument
convergente.

On admettra le résultat suivant : Soit I wun intervalle non vide de R, borné ou non et soit
> u, une série de fonctions réelles positives, définies, continues par morceauz et intégrables

sur Uintervalle 1. Si la série de fonctions Y uy, converge simplement sur I vers une fonction
“+o0o
continue par morceauz et si la série numérique Y., [, un converge, alors, la fonction somme Y- uy,

(Em) =% [

1) Dans cette question, on se propose de démontrer la convergence de U'intégrale :

oo 1 1
/et_@
0 ]. — eit t

a) Montrer que les deux intégrales suivantes sont convergentes :

+o0 —t +oo ,—t
(§ €
/ Z dt et / — dt.
1 1—e" 1 t

1
— 3 quand t — 0.

est intégrable sur I et on a :

b) Déterminer la limite de -

c) Conclure.

2) Dans cette question on se propose de démontrer que si a et b sont deux réels strictement

efat _ efbt
positifs, alors la fonction ¢ +— — est intégrable sur |0, 4o00[ et que
+oo ,—at _ —bt b
/ £ "% dt=Ihn-.
0 t a

Soient x et y deux réels strictement positifs.

Y g—at _ efbt bx et by et
/ dt:/ dt—/ — dt.
T t ax ¢ ay t

b) Montrer que pour a < b on a pour tout réel z > 0 :

a) Démontrer que :

b bz o=t b
e % 1In = é/ —dt<e ®®In—
a az © a

c) Montrer que
+oo ,—at —bt
e % —e b
/ ——dt=1In—.
0 t

a

3) Une premiére représentation intégrale de la constante d’Euler.

a) Démontrer que pour pour tout réel ¢t > 0 on a :

too too / _nt —(n+1)t
1 it 1 e —e
D L et t:Z<t '




4)

1)

b) En déduire que pour pour tout réel t > 0 on a :

1 1 +oo e—(n+1)t _ e—(n+2)t
—t I —(n+1)t _
¢ (1 e t) 2 <e t '

n=0

c) Démontrer que pour tout réel ¢ > 0, on a :

1—et
t

1 = 0.

+00 1
d) Retrouver alors la convergence de l'intégrale / et ( — t) dt et démontrer
0

1—et

+oo 1 1
—t
= — — — | dt.
" /0 ¢ <1—et t)

Une deuxiéme représentation intégrale de la constante d’Euler.

I’égalité :

Soit y un réel strictement positif.

400 et
a) Calculer / 7 dt, puis déduire que
y

— et
too ot
lim <lny +/ dt) = 0.
y—>0+ y 1 — e_t

b) Démontrer que :

c) En déduire que :

+oo eft
lim <’y+lny —I—/ dt) =0.
y—0+ y t

d) Démontrer que la fonction ¢ — e~!Int est intégrable sur ]0, +oo[ et que :

400 too ot
/ e tIntdt = lim <ey lny+/ dt) :
0 y—0t Yy t

e) Conclure alors que :
+oo
’y——/ e tlntdt.
0

PARTIE III : POUR UNE VALEUR APPROCHEE DE LA CONSTANTE D’EULER

a) Démontrer 1'égalité suivante :

1 —t +00 —t
1
/ e dt :/ ° _at.
o \t 1—et 1 l—et

(Indication : on pourra calculer chacune des deuz intégrales).




2)

3)

4)

5)

6)

1)

b) En utilisant ’égalité obtenue en I1.3)d), démontrer que :

1 —t +oo —t
1_
7:/ © dt—/ °a
.t Lt

+00 H
Soit F' la fonction définie par F'(x) = k—'k:nk
k=0
b
(On rappelle que Hy =0 et pour k > 1, H, = Z ]; )
p=1

a) Montrer que F' est définie et dérivable sur R.

b) Démontrer que pour tout réel x > 0 on a :

Déduire des questions précédentes que pour tout réel x > 0 on a :

+0o0 eft

y—l—lnm:e_mF(x)—/ —dt.
" t
Soit un entier n > 1 et soit un entier a > 2. Montrer que :

io Hy g 0™ QX (1Y NG (&)
k! S ' \a—1\/277a '

k=an+1

n\”"
Indication : on pourra admettre et utiliser l’inégalité : n! > v2mn (— ) pour tout n € N.
g
e

)

En déduire que pour tout entier n > 1 on a :

n —n -n
pard k! a—1 +27a \a n

Décrire une méthode permettant le calcul d’une valeur approchée de v & 1071 prés. (On ne
demande pas le calcul d’une telle valeur approchée.)

PARTIE IV : LA CONSTANTE D’EULER SOMME DE LA SERIE DE VACCA (1910)

Pour tout entier p > 0, on pose :

optl_1

_1\k

k=2pP
a) En séparant les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs dans I'expression de vy,
montrer que pour tout entier p > 1 on a :

optl_g

vp = plop—1 — 0p) ol op = Z 7
h=2p



b) En déduire que pour tout entier n > 1 on a :

—_

n n—

vp = E Op — NOp.

p=1 p=

¢) Montrerque pour tout entier n > 1 on a :

d) En utilisant le développement asymptotique de H,, obtenu en I. 5), conclure que la série
de terme général v, est convergente et qu’on a :

—+00

va =.

p=1

2) On pose, pour tout n € N*,
1
Up = (_1)n L0g2 nJ
n

ou log, désigne la fonction logarithme en base 2 et |z] désigne la partie entiére du réel x.

a) Expliquer pourquoi le critére spécial des séries alternées ne permet pas de montrer la
convergence de la série de terme général wu,,.

b) Soit n un entier naturel et soit m un entier tel que : 2"t < m < 272, Montrer que

puis en déduire que :
n+1

S Tom

c) Soit n un entier naturel et soit m un entier tel que : 2" < m < 2"*+2. Montrer que

m n n

=30, +0(2)

k=1 p=0

et en déduire que la série de terme général u,, converge et que l'on a :
+0o0o
> =1
n=1
3) On pose pour tout entier naturel n :

+oo k
-1
’]“n = 7( ) .
k=2

a) Montrer que la série de terme général 7, est absolument convergente.



b) Exprimer vy en fonction de k, 7y et r,1. Montrer ensuite que

n n
E Vi = g Tk — NTp+1-
k=1 k=1
Conclure que :

+oo +0o0 _1k +0o0 +oo _1j
Y (- (EeY

n=1 \k=27 n=1 \ j=0

PARTIE V : LA FORMULE DE GOSPER (1972)

Dans cette partie on désigne par F le R-espace vectoriel des suites réelles indexées par N. Si
T = (o1)ey €St un élément de F, on notera aussi x [k] le terme xj, de la suite z. On considére
I’endomorphisme A de F défini par :

Vee FYEeN, Ax) k] == [k —z[k+1].

Pour n € N*, on note A™ I’endomorphisme de F obtenu en composant A avec lui méme n fois
et on pose A? = Idr.

n
Pour tout entier n € N et pour tout entier p € [0, n], < > désigne le coefficient bindémial :
p

() =

1) Démontrer que pour tout n € N, pour tout z € F et pour tout k € N on a :
" n
NCICED S (EwS
p=0 P

(Indication : écrire A =1dg —T ot T est l’endomorphisme de F défini, pour tout x € F et
pour tout k € N, par : T'(z)[k] = z[k + 1].)

2) Soit (up)peN une suite réelle convergente et de limite £. On se propose de montrer que :

n

a) Soit p € N. Montrer que la suite ( an ) converge vers (.
nzp

b) On suppose dans cette question £ = 0. Montrer que

(Indication : On pourra utiliser l’égalité suivante :
k n
1 <~ /n 1 n 1 n
w2 ()m=gm 2 (C)wrg 3 (0)w
p=0 p=0 p=k+1
et, étant donnée un réel € > 0, choisir un entier k suffisamment grand pour que l’on ait

SoYoET

p=k+1



c) Conclure pour le cas général ou ¢ est quelconque.

3) Dans cette question, on se propose de démontrer la propriété suivante : Soit = (xy),cy € F-

o S<( 1 e I sttie de terme atnera A7) [0 Cona
ila série > (—1)" xx converge, alors, la série de terme généra —oni1 converge et ona:
+00 +o00
A" (z) [0]
k
> (W ae=) =
k=0 n=0
On pose, pour tout N € N :
N N
A"(z) [0]
Uv=>) (-Dfax et V=3 —=5=
k=0 n=0

a) Démontrer que
N+1
VN = 2N+1 Z ( g+1 >

(on pourra observer que pour tout k € N, (—1)"“;011C = U — Ui_1, avec, par convention,

U_1=0).
An
b) En déduire que la série de terme général Q(nﬁ)l[()] converge et que :
+oo +o0
A" (z) [0] k
> o =2 (D
n=0 k=0

4) On considére dans cette question un entier n > 1 ainsi que la suite z = (x]) oy définie par :

1
T;= .
Ty
a) Montrer que pour tout entier m > 0 on a :
1 1
A™(2) [0] = 57 g -
")

Indication : On pourra admettre et utiliser le résultat suivant : Pour m,n € N on a :

L m!n!
Nl _ 2\ dyp =
/O:B( x)"dx CFTE

b) En déduire que :
+oo +o0

7= Z Z 2m+n+1 )

n=1m=0

c) Conclure que la constante d’Euler peut s’écrire :

1 XX
Y= Z p+1 " k+k




CORRIGE DM N°11 I

Partie I : Premiere approche de la constante d’Euler

Plar 1 1 P4t
En intégrant cette inégalité entre p et p+1, on obtient : Py < J e < — soit —— < —J — < ——
p p
p p

et finalement

2. e En additionnant les inégalités précédents pour p variantde 1 a n, on obtient

n 1
osl;a Z(z_)_m) 1-——<1

Donc la suite (S,) est majorée.

e S,.1—S,=a,;; =0 donc la suite (S,) est croissante ; étant majorée, elle converge, vers une limite

notée .
e Del’encadrement 0 < S, <1 trouvé ci-dessus, on déduit immédiatement 0 <y <1

1 (Pdae 1 (1 du _ _
3. a,=—— —=—- en faisant le changement de variable t =u+p.
p 0

p t p u+p
. 1 (" p 1 (" u
D’ou a,=-— 1-—- du=— du.
P Jo u+p DJo utp
1 1 . .
Pour ue[0,1], —— < < — dong, d’apres le calcul ci-dessus :
p+1 u+p

1 1 ! 11 (*
———| udu<ag,<—--—-| udu
p p+l J, PP J

1/1 1 11 1 1 1/ 1 1
—[2—-——]<aq<==<= == -
2\p p+1 P=2p? "2p(p-1) 2\p-1 p

n m

d’ou, pour p =2 :

m
4. Soient m et n des entiers tels que m > n = 1. Alors S, — S, = Zap - Zap = Z a, donc d’apres

=1 p=1 p=n+1

=1

I’encadrement précédent :

d’ou apres télescopage :

1 1 1 1/1 1
- -— | <SS, -5, S| ———
2\n+1 m+1 2\n m

et, en faisant tendre m vers +oo :

5. Pour tout entier n> 1, H, =S, +1In(n+ 1) donc

H, -1 1—S ! In(1 ! =S ! 0 !
n—nn—y—%— n—y—%—kn +; o "_Y—'_Z—i_ 2




en utilisant le développement limité In(1 + x) =, +0(x?).
X—

Or, d’apres 'inégalité précédente :

0<s +1<1 1 1) 1
R " 2n(n+1)

1 1
ce qui montreque S, —y+— = O ( ) , d’ou finalement :

2n n—oo n2

1 1
Hnnfmlnn+y+%+0(§) .

6. 11 suffit de reprendre I'inégalité trouvée a la question 4!

1
7. Pour n =7, I'inégalité précédente donne 0 <y —T, < 119 <1072, donc T, convient.

1487
On trouve T, = =60 3%In(2) ~ 0.575915601 alors que y ~ 0.57721566490153286061 .

Partie II : Deux représentations intégrales de la constante d’Euler

—t

e
1. a) e Soit f :t— =t f est continue et a valeurs positives sur [1,4o00[ ; quand t — 400, on
e

a tligrn e =0 donc f(t) ~ e'; puisque t — e”' est intégrable sur [1,4+o0[ (fonction de
—Too t—+00
référence), il en est de méme de f.
—t
e

e Soit g : t — -8 est continue et a valeurs positives sur [1,4o00[; puisque t = 1, on a
g(t)<e™, et, puisque t — e " est intégrable sur [1,+o00[, il en est de méme de g.
1 1 e f—1+t¢ 2

x
- - s 4 Ced X ol 2
b) T—e © td-eD . Or, en utilisant le développement limité e XH01+X+ 3 +o(x*) ,ona

2

—t t —t 2
ef—1+t~— et t(l—eH)~t
t—0 2 t—0

donc

. 1 1 1
lim ——=—.
t>0]1 —et t 2

1
1—et

1
c) Lafonction ¢ :t—e" ( - ?) est continue sur ]0,4oo[ et, d’apres la question précédente,
1
elle se prolonge en une fonction continue sur [0, 4oo[. Donc l'intégrale f ¢ existe.
0
D’apres la question a), ¢ est somme de deux fonctions intégrables sur [1,+o0[ ; elle est donc

également intégrable sur [1,4oc0[.

+00 ~ 1 1 .
et — — — | dt existe.
1—et ¢t

En conclusion, | I'intégrale J
0

2. a) Soient x,y deux réels strictement positifs.

Y —at ay —u
e
En effectuant le changement de variable u = at, on a f " dt = f —du et, de méme,
u
a

b x
y efbt Yy e U
—dt= —du .

t u
x bx

y e—at _e—bt ay e U by e U

——dt= —du— —du
t u u
x ax bx

bx e U ay e U ay e U by e U
= J —du+ J —du— J —du— J ——du (relation de Chasles)
a u b u b u a u

X x x y

bx _ by _
X e U y e U
= —du— —du
u u
ax ay

X




b) On supposeicia<b et z>0.
On adonc: Vt € [az, bz], e b <et <e %, d’ollen intégrant (les bornes sont dans le bons sens!),

b; bz _ b
o [ de et * dt
e Z _ g . g e az _
t t t

az az az

bz

b
ce qui donne, compte tenu de J i Inbz —Inaz=In—:

a
az

bz _
-b b e —az b
e ”ln— < — <e¥In-—
a

a t a
%

c) e Il résulte de 'encadrement trouvé ci-dessus, et du théoreme d’encadrement des limites, que

_ bz o=t b
lim —=In—.
z—0* a t a

Z
—t

e
e La fonction t — e étant intégrable sur [1,4o00[, on peut écrire

] by e U ] by e U ay e U +0o e U +oo e U
lim —du= lim —du-— —du | = —du-— —du=0
yokoo fo U y=teo |\ ) u . u 1 u 1 u

e Donc:

_ _ _ _ bx _ by _
+oo e~ _ o bt . Yy e~ _go bt . X e U . y e U b
—— dt = lim —— dt = lim —du— lim —du=In-
0 t x—0" t x—0* | u y—+oo ay U a

ytoo ¥V X x

3. Une premiére représentation intégrale de la constante d’Euler

. \ . . < 1
a) e Onsait d’apres le cours que, si }q} <1, la série Zq” converge et que Zq" =—.

n=0 l_q

1
. —t — —t\n _ —nt
Puisque t >0, 0<e <1d0nc1_e_ —E(e )—Ee .

e Par télescopage :
+00 +00 1
e—nt _ e—(n+1)t —
(S-S -1

b) On en déduit :

1 1 +00 o [amnt _ o—(nt1t +00 e~ (D)t _ o—(n+2)t
ot _ ) =et et _ ot — e (e _
(o) I >, :

n=0 n=0 n=0

c) La fonction t — e™" étant convexe, sa courbe représentative est située au-dessus de ses tangentes,

en particulier au-dessus de sa tangente au point d’abscisse t =0, qui a pour équation t — 1 —t.

—t

Ainsi, pour tout ¢ réel, e™* > 1—t soit 1—e " < t, et, pour t > 0, on en déduit <1ou

1—et
encore| 1— : =0.

1 1 e~(n+1t _ o=(n+2)t

d) Pour t >0, posons f(t)=e™" et ?) ,et, pour tout n €N, u,(t) = e () "
—e

Vérifions alors les hypothéses du théoréme d’intégration terme a terme obligeamment rappelé par
I’énoncé :

e Les fonctions u, sont évidemment continues sur R’ .




e—(n+1)t _ e—(n+2)t

o D’apres les résultats de la question II.2, avec a =n+1 et b = n+2, la fonction t —

t
o +oo ef(n+1)t _ ef(n+2)t n+2
est intégrable sur R’ et dt=1In
0 t n
+o0 1
La fonction t — e~(""1¢ est elle aussi intégrable sur R, et J e (Dt dp = 1
n
0
. . oo 1 n+2
Donc, pour tout n €N, u, est intégrable sur R’ et u, = —In .
0 n+1 n+1

L. 1 n+2 . . . 1 n+1
e Lasérie Z —— —In ameéme nature, et méme somme, que la série Z ——In =
= \n +1 n+1 ~\n

donc converge et a pour somme Y.

e Enfin, la question I1.3.b assure la convergence simple sur R’ de la série de fonctions E u, vers
f, qui est bien continue sur R’ .Le théoréeme d’intégration terme a terme assure alors que f est

+0o +00 +0o +00
intégrable sur R’ et que J f= ZJ u, = Zan =1y soit:
0 n=04J0 n=1
+00 1

Y= e’ 2 dt .
0 l—et ¢t

4. Une deuxiéme représentation intégrale de la constante d’Euler

a) y est un réel strictement positif. Ce qui a été fait a la question II.1 assure l’existence de I'intégrale

—t

+o00 —t
J dt .Le changement de variable u = e™*, qui est un ¢ -difféomorphisme de [y, +oo[
y

sur ]0,e™”] donne alors :

Too et ° u o1 ' du B
—dt =— —du= ——=—-In(1—-e7)
1—et L, 1-uu 1-u
y e 0

+00 —t —
e 1—e™
donc Iny +J I dt = —ln( ) qui tend vers 0 quand y tend vers 0%, puisque
y
y
l—-er ~y.
y—0

b) Le résultat de I1.3.d donne

(on a le droit de séparer ces trois intégrales, puisqu’elles convergent, en vertu de II.1!). On en

déduit :
+00 et y . 1 1 +oo et
Y+ —dt = e — —— | dt+ —dt
t l1-e t 1-e
y 0 y
+oo —t y . 1 1 too -t
¢) Donc y+Iny + —dt= e ——— | dt + Iny+ — dt
t l1-e t 1-e
y 0 y
tend vers o quand y—0 car c’est 'intégrale tend vers o quand y—0
d’une fonction prolongeable par continuité en o d’aprésll.g.a

tend vers 0 quand y — 0".

d) e Lafonction f:t+— e ‘Int est continue sur ]0,+oo[.




1
e f est de signe constant sur ]0,1], et f(t) ~ Int; puisque f Intdt existe (intégrale de
t—0* 0
1

référence), il en résulte que f } f | existe.

0
+00

1
s 2 . . , . 1. . i . .
. tg?mt f(t) =0 (croissances comparées) donc f(t) =0 (tz) ; puisque J » existe, il en

+o00 +o00 !
estdemémedef fzf )f|
1 1

En conclusion, f est intégrable sur ]0,1] et sur [1,+oo[, donc sur R, .

Soient alors x,y deux réels strictement positifs tels que y < x.On a, en intégrant par parties :

x B B . x et ~ . x et

e'lntdt=[—e"Int] +| —dt=eYIny—e“Inx+ | —dt

y y t y t
e—t

et, puisque t — - est intégrable sur [y,4o00[, on en tire, en faisant tendre x vers +oo :

+00 +o00 e_t
J etlntdtzeylny+f Tdt
y

y

et enfin, puisque t — e~ "Int est intégrable sur ]0,+oo[ :

+00 +0o0 et
J e ‘Intdt = lim e‘ylny+f —dt | .
0 y—0* y t

e) D’apreés les résultats des questions ¢) et d) :

o0 ¢t

+o00
J e tlntdt = lim ((ey—l)lny+lny—|—f ert) = 1in01 (e —1Dhny—y=—y
0 y=07

ot
Y= y

puisque (e —1)Iny ~ ylny. Ainsi:
y—0*
+00
Y:—f e flntde .
0

Partie III : Pour une valeur approchée de la constante d’Euler

+o00 —t

e
a) e On avait trouvé, en II.A.a, pour tout réel y >0, J 1 - dt=—In(1—-¢77),
—e

y

+o00 —t

e

donc f — dt=—-In(1—-e™).
1 1

e Soit x €]0,1]. Le changement de variable u=e™" donne

i1 et e o1 uw Ndu (1 I
.\t 1—et B er \nu 1-u u_e,x ulnu 1-u “
= [In[lnu| —In(1 —u)] ::
x
=—ln( — )—ln(l—efl)
1—e™

—t

1
X 1 e
Puisque lim ln( ) = 0, on en déduit - — — | dt = —In(1 —e™!) et, finale-
+ l1—e o \ Lt 1—e t

x—0
e et T et
J -— — dt:J —dt=—In(1-e").
0 t 1l-—e 1 1—e

ment :




b) D’apres I1.3.d :

e 1 1 b, 1 1 e 1 1
Y= e ———|dt=| e ——— | dt+ e ———|dt
0 1—-e t 0 1—e t 1 1—-e t

Dong, en utilisant la question précédente (toutes les intégrales écrites sont bien convergentes!) :

ce qui est le résultat demandé.

+00

He &

a) E T — x* est une série entiére. Pour déterminer son rayon de convergence, on peut utiliser la régle
k=0

de d’Alembert pour les séries numériques. Si x #0,

Hia k+1

k+1)! H x

( ) = & il 0 puisque Hy ~ Ink
Hy x H;, k+1 ko+o0 k—00
—Xx
k!

ce qui prouve que le rayon de convergence de cette série entiére est +00. D’apres les théoremes du
cours, on peut conclure :

+00
H
F(x)= Z k—’;xk est de classe €™ sur R .
k=0

b) Les théorémes du cours sur les séries entiéres permettent de dériver cette série terme a terme donc

+00 H H
F/(x) — F(x)—Z(k k1)' —Z K xk

_+oo Hk +o0o Hk 1 -
Z(k 1)| Z(k—l)'
k-1

_Z — Hi k1: = X
(k—1)! k!

k=1

1
puisque H —H;_; = — ¢ pour tout k = 1. En comparant avec le développement en série entiere de

xk
1
exp : e —Zk',onablen pour x #0 : F’(x)—F(x)z;(ex—l).
k=0

¢) On résout alors ’équation différentielle ci-dessus par la méthode de variations de la constante. En
x -t

1
posant F(x) = e*p(x) pour tout x > 0, on obtient ¢’(x) = " (e*—1),dou p(x)= J dt+cste.
0

Puisque ¢(0) =F(0) =, la constante est nulle et 'on obtient bien :

x —t

de .

Vx>O,F(x):exJ

0




3. Pour tout x >0 :

+00e_t X dt +0o —t
y+Inx+ —dt—Y+ T+ —dt
X
1_e t +00e7t +00 7t .
dt — —dt—l— —+ dt (d’apres IIl.1.b)
1_e t +OO e—t —t +00 e_t
= dt — —dt+ dt+ —dt+ —dt
0 t 1 t 1 1 x t
Jxl—e_f
= de
0 t

ce qui donne bien, compte tenu de la question précédente :

—t

+o00
e
Y+1HX:e_XF(X)—J Tdt .
x

k
1
4. Puisque, pour k= 1, H; = E —,ona H; <k donc
p

p=1
+00 +00 k +00 +1+k k +00 k k
Z Hi nk < Z n ZZ n*" an+IZ _ nan+12 (an) (1)
P k' P (k—1) (an+k)! (an+k)! pare (an+k)! \ a
t, pui tout entier k = 0 (an)k<1 t la série géométri Zl (
et, puisque, pour tout entier k > 0, < et que la série géométrique — converge (car
puisque, p (an+k)! = (an)! 4 & 1 ak 8
a = 2), on obtient la premiere inégalité demandée :
+00 an+1 +o0o k
H 1
2 < ma(s)
k=an+1 (an)'
+00 k
any an 1 1 a
En utilisant I'indication de I’énoncé, on a (an)! = +/2man (—) ; on a aussi Z (—) = - = ,
e —\a 1-— = a—1

et, en remplacant dans I'inégalité précédente, on trouve :

§ et -
k' “Ta-1 2man \.an Ta-1 2ma \a

k=an+1

5. D’apreés II1.3, pour tout n € N*,

+00 —t H +o00 e_t
Inn=e"F —dt— N Kk —dt
¥ +Inn=e"F(n) — J Z n f .

donc
an f +00 Hk too ¢
y+Ilnn—e ”Z—nk—e*” Z —nk—f —dt
k! ! t
k=0 k=an+1
d’ou

+00 +oo ¢ -n +0o
H e a e n/e\am 1
<e™ Z —knk—l— —dt < vn (—) + — e tdt
i k! n t a—1 +/2ma \a nj,

—_——

—=e

ce qui est le résultat demandé.

—-n

e e\ an e
6. Pour a >3, — <1,etleterme e "y/n (—) est vite négligeable devant — !
a a n




1.

an
1 . . _ k
On peut donc considérer que 'erreur commise en approchant y par l'expression e™" E Fnk —lInn

k=0
-n

e

est & peu prés égale & —. Pour avoir une erreur inférieure a 1071%, il faut donc choisir n = 21
e—21 n

(— ~3,610711).
21

Dans ce cas, pour minimiser le nombre de termes a calculer, autant prendre a = 3 ; d’ailleurs, pour a =3
a e "/n (e
a—1+2ma \a

valeur de a n’a finalement pas d’importance pour le calcul d’erreur!

et n =21, le terme

an
) est approximativement égal a 2,4 107'2, ce qui confirme que la

63
H
Une valeur approchée de y sera donc e™2! Z k—i(21k —In21. Bien str, pour le cacul de cette somme, on
k=0 "

k+1 nk n

k+D! Kkl k+1°

n
ne calculera pas séparément n* et k!, mais on utilisera la relation de récurrence

Bien que non demandé, voici le programme Maple© correspondant :

approx := proc (a, n)
local H, k, S, nk;
S := o;
H:= 1.0;
nk := n;
for k to ax*n do
S := S+Hxnk;
H := H+1/(k+1);
nk := nkx*n/(k+1)

end do;

RETURN(evalf(exp(-n)*S-1In(n)))

end proc;

> Digits := 20; approx(3, 21); evalf(gamma);

0.5772156649358897937
0.57721566490153286061

Partie IV : La constante d’Euler somme de la série de Vacca

a) Pour tout entier p>1 :

2p+1_1 k 2p+1_1 2p+1_1
D
p k=2p k k=2P k k=2P k
k pair k impair
p+1_ p+1_ p+1_
2 1 1 221 1 2 1 1
k=2P k k=2P k k=2P k
k pair k pair
p+1_ p+1_
2222 1 2 1 1
k=2P k k=2p k
k pair
P ptl_
2P—1 1 ZZI 1
= — - —=0,_1—0C
p-1 P
k=2p—1 2k k=2p k

b) Donc

n

-1 1 1
va :Zn:pop—l _Zn:pop :nZ:(P +1)o, _Zn:pop ZHZ[(P +1) - plo, —no, ZHZ% ~NOn
p=1 p=1 p=0 p=1

p=1 p=0 p=0




c¢) Pourn=1:

n-1 n—12°+t1—1 1 2=l " 1
o, = - = - = n —
p 2
p=0 p=0 h=2P h h=0 h 2
d) On adonc
. = 1 1 1
o, = O'p— O'p—HZnH 2n+1 H2n+§—H2n+l_H2n+2n+l
p=0 p=0
d’ou .
= - 1 1 1
va :ZGP —no, = Hzn — ? —no, :Hzn — E - n(Herrl _Hzn + W)
p=1 p=0

En utilisant le développement asymptotique de H,» obtenu en I.5, on en déduit :

n ) 1 1\ 1 . 1 ) 1 1
Evp:ln(2)+y+2n+1+o 5 —E—n(ln(z )1+ gz — (@) 41+ ) o | o | +
p=1
n n
=Y+W+°(§)

n

donc lim E Vp =Y. Ainsi:
n—+o00 1
=

+00
La série de terme général v, converge et va =y.
p=1
, o - . . llogyn]
a) On ne peut pas appliquer ici le critére spécial sur les séries alternées car la suite n — n'est
L e . log; x|
pas décroissante. Voici d’ailleurs le graphe de la fonction x — :
x
0.57
0.4+
0.3
0.2
0.1

"0 20 30 40 S0 60 70 80 90 100

b) e Soit n€Net meN tel que 2" <m < 2"2,
k

La série de terme général vérifie le critére spécial des séries alternées. En particulier, elle

1
n+1°

+00 (_1 k
est COHVergente, et sion pose Rn = Z T , on sait que

k=n+1
m (_1)k
2. %

k=2n+1

1 1 1 1 1

= 2n+1 m+1 < 2n+1 + 2n+1 - E

<

<X

R

n

S (=D :
Orona Z = Rynv1_; —R,,, donc < |R2n+1_1) + }Rm| ce qui donne

Je=2n+1

5 (—DF
2

k=2n+1

1
2n+1

)



e Pour k entier tel que 2" <k <2"2,onan+1< log2 k<n + 2 donc |log, k| =n+1.

= O (—DF (-1
Par suite u, = log, k] =(n+1 et I'inégalité précédente donne
k; " k; llog, k] = ( )k; - galité p

immeédiatement :
u“ n+1
Syl
2Tl

c) e Soit neN et meN tel que 2" <m < 2"2,

Alors
m 2ntl—1 m
D= D, wt ), u
k=1 k=1 k=2n+1
n m
= Vp + Z Uy
p=0 k=2n+1
. 4L n+1 . 4L ny . |« & n
et, puisque Z u| < o on a bien Z u =0 o ie Zuk :va +0 o)
k=2n+1 k=2n+1 k=1 p=0

e Pour tout entier = 1, il existe un et une seul entier n tel que 2l < m o< 2™2 . (Clest

n = |log, m|—1. Donc, quand m tend vers 4+00, il en est de méme de n ; puisque liT E Vo=,
n—-+00
p=0

il résulte immédiatement de la relation précédente que lim E u; existe et vaut vy, c’est-a-dire :
m—00
k=1

+00

La série de terme général u, converge et Zun =v.
n=1

1
3. a) Daprés le critere spécial sur les séries alternées (majoration du reste), on sait que |rn) < > La

série de terme général = est une série géométrique de raison > donc converge. Par comparaison

de série a termes positifs, on en déduit :

T'n

La série de terme général converge, i.e la série de terme général r,, est absolument convergente.

b) e La relation‘ Vi = k(e — 1) ‘est immédiate.

e On additionne ensuite ces relations pour k variant de 1 a n, et, exactement comme dans IV.1.b,

n n
on trouve facilement : E Ve = E Te— Mg -

1
e De l'inégalité rn+1| presg on déduit hm 0 Ny = 0.
+00 +00
La relation précédente prouve donc, en faisant tendre n vers +o0, que Z = Z Ve =¥, ce qui
n=1 k=1

peut aussi s’écrire :

=55

Partie V: La formule de Gosper

1. On reprend les notations et I'indication de I'’énoncé. Dans 'anneau .Z’(Z), puisque Id; et T commutent,
on peut utiliser la formule du binéme. On a donc

"= (dy —T)" = Y (~1P (Z) ™

p=0




Or, par récurrence immédiate sur p, il est facile de vérifier que, pour tout p €N, pour tout x € & et tout
k €N, ona TP(x)[k] = x[k + p]. On aura donc bien, pour tout x € F et tout k e N :

A"(x)[K] =Z(—1>P(")x[k+p1 :
p=0 p

2. Rem : il s’agit dans cette question de démontrer le théoréeme de Césaro dans un cas particulier...

n nn—1)---(n—p+1) n? (Z) 1n? )
a) Pour n = p, = ~ — donc — ~ —— , quitend vers 0 quand n
p p! nﬂ+oop! 2" nﬂ+oop! A

tend vers +oo (croissances comparées).

b) Soit € > 0. Puisque la suite (u,) tend vers 0, par définition de la limite, il existe un entier k tel que,

€
pour tout p = k+1, on ait )up) < >

On aura alors, pour n = k+1:

1 & n 1 & n e 1 & n e 1 K /n €
7 2 G)wl<z 2 () l<s a2 ()< 72() =3

p=k+1 p=k+1 p=k+1 p=0
= (n
(puisque ( ) =(1+1)"=2").
k
D’autre part, d’apres la question précédente, I’entier k étant fixé comme ci-dessus,ona lim — Z u, =0
n—+oo 2N —\p

(somme finie de termes qui tendent vers 0) donc il existe un entier ny, que l'on peut supposer

w2 ()

p=0

€
< —=.

= k+1, tel que, pour tout entier n = n,y on ait 2

Finalement, en utilisant I’égalité gentiment fournie par I’énoncé, on obtient, pour n = ny :

1 < n 1 <& /n 1 & n e €
323 (5) | < 7 2 () | 20 (5| <55

~
p=0 p=0 p=k+1

ce qui montre, par définition de la limite, que

1 & (n
HETPOJZ(Z,)%—O-

p=0

c) Dans le cas ou la suite (u,) tend vers £, posons v, = u, — {. D’apres le résultat précédent,

1 & (n
nETooEZ (p)vp =0.

p=0
Mais

52 ()7 200350 (720)) w5 (0w
—_— v, = — u, — = — u,— | — = — u, —
on Py p p on Py p P on = p p on = p on — p p

donc tim —>"(™)v. =0 impli TR o 2
onc lim - , v, =0 implique :| lim - u, =1 .
p=0 p=0

3. a) En utilisant le résultat de la question V.1 et I'indication de ’énoncé, on a




4.

o A"(0)[0]

N1 & n
VN_; P+ 1 :;2"“ 0(p)(_1)px"

N

>

_i 1 & ((n)_( n ))U
n:02n+1p0 p P+1 P
_i: i 1 n\ (n U 0<n<N - 0<p<N
_p:0 n:p2n+] p p+1 P car 0sp<n psnsN

donc pour prouver la formule de I’énoncé, il suffit de prouver que

p ) ZPs 2o - = oNt1
n:p2+1 P p+1 2N p+1

ce qui se fait facilement par récurrence sur N :
o Tia s o L (p 1 (p+1
o [’égalité est vérifiée pour N = p, car elle s’écrit alors —— =— .
op+1 P op+1 p+1
e Supposons l’égalité réalisée au rang N. Alors,

o1 n n N n n 1 N+1 N+1
;;F((p)_(pﬂ)):;z”“((p)_(erl))JrW(( p )_(pﬂ))
1 (N+1 1 (N+1 1 (N+1 , )
:W(p+1)+W( p )_W(p+1) (avec I'hyp. de réc.)

_ 1 N+1 N 1 N+1
_2N+2 p+1 oN+2 p
_ 1 N+2

S 2¥2 p+1

) (d’apreés la formule du triangle de Pascal)

ce qui est bien le résultat voulu a I'ordre N+ 1, et achéve la démonstration.

400
b) On a supposé que la série de terme général (—1)kx, converge. Notons S = Z(—l)kxk. On a donc
k=0
NLITOO UN =S
On a alors, d’apres la relation précédente, et en utilisant le résultat de V.2.c, NHT Vy = S. Cela
—100
o - . AT(X)[0] .
revient a dire que la série de terme général i1 converge et a pour somme S, soit :
+00 +00
A"(x)[0] Z
DI =D (D
n=0 2"+1 k=0
A"(x)[0
Rem : la série Z % s’appelle la transformée d’Euler de la série Z(—l)kxk. Ces deux séries ont

méme somme, mais la série tranformée converge en général beaucoup plus vite que la série initiale !

a) e Rem:lerésultat admis se démontre facilement par récurrence :
1

Notons I,,m = f x"(1—x)"dx, pour n,m € N.
0




Une intégration par parties donne :

1 1 1
1—x)m+t n+1 n+1
Lijim= J X1 —x)"dx = {—X”H( ) :| + x"(1—x)""dx=——1, 11
0 0 0

m+1 m+1 m+1

d’ou l'on tire par une récurrence facile :

n! n! m!n!
I = I = =
M (m+1)--(mAn) O (m+ 1) (mAn)(m+n+1) T (m+n+1)!

- m 1
e En utilisant le résultat de la question V.1, on a A™(x)[0] = Z(—l)p( ) - .
= pJ)2"+p

1
2"+p

1 m
A™(x)[0] J (Z( 1)p( ) 2+p—1) dx:J X2 1 (Z(_l)p(m)xp> dx
0 p=0 p

@' -Dm 1 1
@ +m) — 2m (ZFm)
m

1
En écrivant que = J x¥ P71 dx, et par linéarité de I'intégrale on obtient :
0

soit )
AM(x)[0] = f ¥ 11— x)"dx = In g =
0
+00 +00 )
b) On reprend le résultat de IV.3.b, qui peut s’écrire : v = Z (Z(—l)ij) , donc, d’aprés V.3.b,

m=0

< A™(x)[0
Y= Z (Z (010] , et enfin, en remplacant a I'aide du calcul précédent :

2m+1
1
Y= Z (Z 2n+m+1 (2”+m))

1 1 1 1 1 +00 +00 1 1
C) Pour m=0, ona on+m+1 2"4+m = ontl et W = dOI’lC = E + Z gnt+m+1 2"+m ce
Q) = = Q)

qui peut s’écrire

1 ¥ 1 1 1 =1 1 1 01
Y=‘+Z Z ﬁWZ‘JFZT T 5 T H PY=T
2 EaE 2 2 =5 000 2 =Y aaA( +m)
n=1,m>1 n=1,m>1

Rem : Cette série converge trés rapidement. Par exemple, en calculant pour p variant de 2 a 100, on
trouve une précision de 'ordre de 1073°,




