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III.9. Une urne contient n boules numérotées de 1 à n.

On effectue un premier tirage d’un boule dans l’urne et on adopte le protocole suivant :
si on a tiré la boule numéro k, on la remet alors dans l’urne
avec k nouvelles boules toutes numérotées k.

Par exemple, si on a tiré la boule numéro 3, on remet quatre boules de numéro 3 dans l’urne (la boule
tirée plus 3 nouvelles boules numéro 3).

On effectue ensuite un deuxième tirage d’une boule.

On note X (respectivement Y ) la variable aléatoire égale au numéro de la boule choisie au premier
tirage (respectivement au deuxième tirage).

III.9.a. Déterminer la loi de la variable aléatoire X ainsi que son espérance E(X).

III.9.b. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y et vérifier que pour tout entier naturel non

nul k, P(Y = k) =
1
n

(
ψ(2n+1)−ψ(n+1)+

k
n+ k

)
.

III.9.c. Calculer l’espérance E(Y ). On pourra utiliser, sans démonstration, que
n

∑
k=1

k2

n(n+ k)
=

1−n
2

+n(ψ(2n+1)−ψ(n+1)).
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