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Esapces Vectoriels Normeés

Normes matricielles subordonnées I

p est un éléments de N*. £ = M,(K) ot K =R ou C.
F = M, 1(K) identifi¢ ici & KP. F' est muni d’une norme notée || — ||.
L’ensemble des vecteurs de F' de norme au plus égale a 1 est noté By. C’est la boule

fermée de centre O—>F et de rayon 1. C’est une partie fermée et bornée de F, ev de
dimension finie. By est un compact de F'.

1. Réel N(A) associé a une matrice A

L’application X +— AX est un endomorphisme de F. Comme F' est de dimen-
sion finie, cette application linéaire est continue.

Par composition "application X — ||AX]|| est continue sur F. Elle transforme
By, fermé borné de F', en un compact de R, c.a.d. un ensemble fermé borné,
et non vide car By # @.

L’ensemble {||AX]|/X € By} est non vide et majoré. Il posséde une borne
supérieure. Cette borne supérieure est notée N(A).

N(A) = sup [|[AX]|[ = sup |[AX]|
XeBy [|x]1<1

Ezemple : Si A = I,, matrice identité de E, N(I,) = sup ||X]|| =1
[1Xx1I<1

Premiére propriété de N(A)

1
Soit X un vecteur non nul de F. Le vecteur X’ = ——|X est de norme 1.

1X]
On a donc [|[AX'|]| < N(A) et :

1 1 1
14X H 4 I piAXll

Comme || X|| > 0 on obtient : |[|AX]|| < N(A) x || X]|-
Cette derniere inégalité est vraie également pour X = Op.

VX € Mpa(K), [[AX]] < N(A) x [|X]]

3. N définit une norme dans F

o Pour toute matrice A de E, N(A) est un réel positif.

o Pour toute matrice A de E :
N(A)=0=VX e F, 0 < |[AX|| < N(A)||X[| =0
N(A) =0= (VX € F, [|[AX|| = 0) = (VX € F, AX = 0p).
Notons F1, ..., E, les vecteurs de la base canonique de /. Pour tout entier
j de {1,...,p}, les coordonnées du vecteur AE; sont celle de la colonne j
de A soit (ay, ..., ap;).
Par suite : _
N(A) =0=Vje {]_, ...7p}, AE] =0p = \V/(Z,j) S {]., ...7])}27 Qi = 0
Réciproquement A = (0) = N(A) =0. On a bien : N(A) =0< A = (0)
oVAe E,VAe K, VX € By :
|AA)X] = []AAX)[| = |A] x [|AX]] < [AN(A)
Donc, par définition de la borne supérieure :



N(AA) = S [I(AA)X]] < [AIN(A).
SiA#0, ce résultat peut s’appliquer & X' = 1/X et A" = \A.

1 1

SO ) = V() £ VO,
On obtient 'inégalité dans les deux sens. Comme I’égalité est trivialement
vraie pour A =0, on a :

VA€ B, Y\ € K, N(AA) = [A\|N(4)

o V(A,B) € F*, VX € By :
I(A+ B)X|| = [[AX + BX|| < [|AX]|[ + || BX][| < N(A) + N(B)
Par définition de la borne supérieure :
V(A,B) € E*, N(A+ B) < N(A) + N(B)
N définit une norme dans ’ensemble des matrices carrées de taille p. Cette
norme est dite subordonnée a la norme || — || de F.

. Norme d’algébre

Soient A, B deux matrices quelconques de E. Pour tout X de F' :
I(AB)X|| = [[A(BX)|| < N(A) x | BX|| < N(A) x N(B) x || X]|
Donc VX € By, ||(AB)X|| < N(A)N(B)

W(4,B) € My(K)?, swp [14B)X][ = N(AB) < N(A)N(B)

Ce résultat, joint au fait que N(I,) = 1 définit une norme d’algebre.
. Quelques suites remarquables

Soit A€ E.Ona: N(A% = N(I,) =1= N(A)".

N(A?) < N(A) x N(A) = N(A)%

N(A%) = N(AA?) < N(A)N(A%) < N(A)N(A)? = N(A)>.

On montre facilement par récurrence que

| VA€ M,(K),¥n €N, N(A") < N(A)" |

o Série ZA” avec N(A) <1

Soit A € E telle que N(A) < 1. Pour tout n, N(A") < N(A)".
La série ZA” est donc normalement convergente. Elle est convergente
car E est un espace de dimension finie. Notons L sa somme.

L= ZA"— lim (I, + A+ A%+ ..+ A7).

r~>+oo

On note, pour r € N, S, —ZA”

ZA” ZA”“ =1I,— A"
Mais 0 < N(AT) (A) avec N(A) < 1 donc ligrn N(A")=0cet
lim A" =(0). On a: liin Sr(I, — A) = I,

r—-+00



Comme application Y — Y (I, — A) est continue ( car linéaire dans un

espace de dimension finie), on a également :
lim S,(I, —A) = L(I, — A). Par unicité de la limite : L([, — A) = I,.

r—+400

Mais alors det(L)det(l, — A) = det(l,) = 1. I, — A et L sont inversibles
et L=(I,—A)~"

Pour toute matrice A €, (K) telle que N(A) < 1, la matrice [, — A

est inversible et .
A=, - A"
n=0

o Exponentielle de matrice

n
Soit. A une matrice quelconque de E. La série de terme général — est

n!
A" 1 N(A)"®
normalement convergente car N (—'> = —'N(A”) < ( '> .
n! n!

Cette série est donc convergente. Sa somme, élément de ' donc matrice

de M,(K) est appelée exponentielle de A et notée exp(A) = e
—+00 An
VA€ M,(K), exp(A)=et= Z o
n=0
Ezxemples :
i. exp((0)) = 1.
d 0 ... ... 0 et 0
0 dy . : 0 e®
SiD=| : oo b hexp(D) =]
: dpo—1 0 : gdn—1
0 ... 0 d, 0o ... 0

ii. Si A et B commutent (AB = BA), exp(A + B) = exp(A) X exp(B)
ili. VA € M,(K), exp(A) x exp(—A) = exp((0)) = I,

6. Calcul explicite de N(A) dans un cas particulier

Choisissons dans F' la norme 1 associée a la base canonique.

p
Si les coordonnées de X sont zy,...,x,, || X|| = Z |z
j=1
Soit A € E et X € By. Les coordonnées de AX, y, ..., y, sont définies par :
p

Vie{l,..,p}, yi = Zamxj. On a donc :

Jj=1

p p p
1=1 i=1 1



En regroupant les termes de S suivant les |z;| on obtient :
p p p p
1 < ol Sl ) -4l Sfd) =3 (1 (3
i=1 i=1 j=1 i=1
Pour toute colonne j de A notons K; la somme des modules (resp. valeurs

p
absolues ) des termes de cette colonne. K; = Z la; ;|. et M4 = max K;.

P j=1l.p

D’aprés ce qui précéde :

p
VX € F, ||AX[| < S < Ma > |ay| = Mal|X]|.

j=1
En particulier, pour tout X de By, ||[AX|| < M,.
Et donc : N(A) = III)?\EID{ [|AX || < M.

<1

Mais considérons E;, un des vecteurs de la base canonique de F. ||E;|| = 1.

E; € By. Par définition ||AE;|| < N(A).
p
Mais [|AEj|| =) |a;;| = K; < N(A) et max; K; = My < N(A).

i=1
Par double inégalité N(A) = My.

La norme subordonnée a la norme 1 de M, ;(K) est définie par :

p
N(4) = max (Z Iai,j!>
=1




NORMES SUBORDONNEES

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels normés non nuls, avec K =R ou C

e On note L¢(E, F') 'ensemble formé des applications linéaires continues de E vers F.
e L¢(E) 'ensemble formé des endomorphismes continus de E

e n et p désignent des entiers > 2

Une algebre (A, 4, X, -) est dite normeée s'il existe une norme N sur l’espace vectoriel (A, +, ) qui vérifie en outre deux
propriétés :

V(u,v) € A%, N(u x v) < N(u) x N(v)

On dit alors que N est une norme d’algébre.

Partie I: Normes subordonnées

Soit u € Lo(E, F'), on pose ||u]| = sup {||u(x)||F’ zeE\ {OE}}

1. Montrer que || u || est bien définie

[\

. Montrer que || .|| est une norme sur L¢(E, F), appelée la norme subordonnée.
3. Montrer que

(@) lull= suwp fu(@)llp= sup [u(z)]p;
Izl <1 ]l p=1

(b) Vo € E, [lu(@) g <llull > 2|z

(¢) flu|l = min {k € R tel que Vz € E, [|u(2) | <k|z|g}
4. (a) Montrer que (Lo (E), || . ||) est une algeébre normée;

(b) Calculer ||Idg ||.

Partie II: Exemples de calcul

R[X]

— .
P N (0) Montrer que u est continue et

el

5. On munit R[X] de la norme ||P|| = m[(z}}l(]|P(t)|. Soit w : {
telo,
calculer || u||.

EFE — R

6. Soient E = C'([0,1],R) et ¢ € E nonnulle. On munit E de la norme usuelle ||. 2. Soit T, : Foe /1 e dt
0

Montrer que T, est continue et calculer || T, ||.

7. Soient E = C°([0,1],R) et F' = C* ([0,1],R) . On définit Ny et Ny par
Ni(f) = [Ifllos et Na(f) = Iflloc + 1/ llo

(a) On définit T': E — F par : pour toute f:[0,1] - R  continue
T() 0 SR T = [ 10 a

Montrer que T est une application linéaire continue de (F, Ny) dans (F, N3)
(b) Calculer || T



Partie ITI: Normes matricielles

1
Soient n,p € N*. Pour X € My, 1 (K) avec m € {n,p} et X = | : |, on pose
Tom,
m m
2
XN, =D sl Xl = | D lal® et [ X [loo= Jhax |z
i=1 i=1

Soit A = (aij) 1Si<n € M, »(K). On appelle norme de A subordonnée aux normes sur M, 1 (K) et My, 1 (K) la norme
1<jis<p

subordonnée de l'application linéaire u de My, 1 (K) vers M, 1 (K) définie par u(X) = AX. On la note || A||.
8. On munit M, 1 (C) et M, 1 (C) des normes infinies || . ||oo

p
(a) Montrer que [|[AX||o < 12?31; jaij| | [[Xleo puis que || Al < max Z laijl -

(b) Soit k € [1,n] tel que max Z la;;| = Z lak;|-

Jj=1
—i91

Posons Vj € [1,p] , ar; = |arjle? et soit Xo =
o—i0p

Calculer || Xg||loo et montrer que || AXp ||oo=> 1r£1ia§xn‘z1 |a;j]
j=
(c) En déduire que || A = max Z laij|.
9. On munit M, ; (K) et M, 1 (K) des normes ||.|;
n
(a) Montrer que ||[AX|; < (1??%02 |aij> [| X1 et déduire || A]; < < max Z la;]-

(b) Soit k € [[1, p] tel que max Z la;;| = Z |aix|, on pose Xy = (61k)16[[1 ol
i=1

Calculer || Xol|1 et montrer que [|[AXy||; = max Z lasj]
Isisp i

n
¢) En déduire || A ||, = max Z ail.
(© 41 = s 3o

10. Pour A = (a”)1<7<n on pose
<ji<p

[All2 =

Montrer que || A |5 < [|A]l2. A-t-on I'égalité des normes ||. ||, et || . ||5



CORRIGE

Partie I: Normes subordonnées

Soit u € Lo(E, F)
1. w est une application linéaire continue, donc il existe k € Ry tel que:

Ve e E, |u@)|p<klz|g

@)

|21l
de R et puisqu’il est non vide , d’aprés ’axiome de la borne supérieure, il admet une borne supérieure. D’out

Pexistence de || u ||.

En particulier: Vo € E\ {0}, < k. Ceci montre que I’ensemble { I u(m)!F, xeE\ {OE}} est majoré

[E3]

2. Pour f € Lo(E,F), f est bornée sur B(0,1) donc l'application Vf € Lo(E,F), || f|| € RT. Soient f,g €
Lo(E,F)etaek:

e Séparation: Si || f || =0 alors Va € E\ {0}, f(x) = 0. Or f est linéaire, donc en particulier f(0) =0. On
déduit que f =0 .

st af(z)||lr f(@)||F
« Homogenéité: | af || = sup L5LIE — ofsup LERIE —jof ).

ar0 |lz]g a#0 2 g
e Inégalité triangulaire: Soit € F\ {0}, on a:

1G+9@) e @) +9@) e _ £, 9@l
E— £ < £+ E<IAN+ gl
Iz g Iz g [Ep Iz g
pone LUE D
onc <IN+l gll, ceci vrai pour tout € E\ {0}, alors par passage a la borne supérieure,

on aboutit a

I+ gl <UsI+Mgll
On déduit que |||.||| est une norme sur Lo(FE, F).

3. (a) e Montrons que ||u|| < sup ||u(x)|F:
lzllm=1

1
Soit & € E \ {0}, alors T est de norme 1, donc |ju <””x>
T\ E

(21
[u()lr _ o
S , < ollm=1
Tzlle | SHUP ) [u(@)[|F, puis [ u] < supjy lu(z)|| 7
z||p=

e Puisque la sphére S(0,1) est incluse dans B¢(0, 1) la boule unité fermée, alors

< sup Jlu(x)||F . Or u est
F lzllz=1

linéaire donc

sup |[lu(z)|p < sup [Ju(z)p

z| =1 lzllg<t
e Montrons que sup |u(x)| < ||u]|:
lzll<1
Soit x € E tel que ||z||g < 1
— Stz =0, alors [[u(z) |[p =0 < [ ull;
=81 2 0, alors LUE < u don Ju@)le < ullllelly < full cor flollp < 1 Ans
B
sup [lu(z)|| < [l ul
[[z]| <1
(b) Soit x € E, alors si = 0 ¢’est fini, sinon W < lu]|, donc T'inégalité
E
fu(@) g <llull > [lz]lg

(c) e Montrons que inf{k € R/Vm € E,|u(z)||r < k||x||E} (R
Soit z € E\{0} alors ‘
d'ou [Ju(z)||r < [l z-
On déduit que Vz € E, ||u(z)||r < ||u]|||z||g donc ||u]] € {k € R/Vx € E, ||u(z)||r < k||z||g} don
inf{k € R/Vz € B, |lu(z)l|r <Elzle} <[lull -

<l

z|| = 1donc ||u x ’ < Jluwl|- Or w est linéaire donc |
E F

Tzl HmHE
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

NORMES SUBORDONNEES

o Inversement soit k € Ry tel que Vo € E, ||u(z)||r < k||z||g, alors pour = de norme 1, il vient que
[u(@)l|F <k et done [[ull = supy, =1 [u(z) [z < k. Ansi

llw|l = inf{k € R/Vz € E, lu(z)[|r < kllz] £}

4. (a) Soit u,v € Lo(E), alors pour tout x € E, on a:

fuov(@)|lp = llu(w@) g <lulllv@) g <lull- ol e

Donc ||uov || < ||u]]-[|v]|| et par suite ||. || est une norme d’algébre
(b) Par définition || Idg || = supy . [[z(z =1

Partie II: Exemples de calcul

5. e u est une forme linéaire. Soit P € R[X], on a:

lu(P)[ =[P (0)] <[P
Donc u est lipschitzienne en 0, ce qui montre que u est continue sur R[X] pour la norme considérée

[u(P)|

e D’une part || u || < 1. D’autre part, pour P =1, on a Wz

Donc |Jul| =1

=1=lu]l.

6. T, est bien définie et clairement linéaire. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Te (P < Nl [ f2

donc T, est continue et || T, || < ||¢]|2-
Pour f = ¢, on a: [T, ()| = [[@ll3, donc [| T, || > [lpll2; puis | T, [ = [loll2

7. Soient E = C°([0,1],R) et F = C* ([0,1],R) . On définit Ny et Ny par
Ni(f) = flloo et Na(f) = [[flloc + 1 fllo

(a) L’application T est bien définie et est clairement linéaire. Pour tout = € [0,1], |T(f)(x)| < N1(f) donc
IT(f)lloo < N1(f), puis

No(T(f) = IT(f)lloe + 1T(f) loo = 1T (Flloo + 1. loc < 2N1(f)

Ainsi T est continue

(b) D’apreés la question précédente || T || < 2. Or
Ny (T (exp)) = 2N (exp)

Donc [| T = 2, puis | T'|| = 2

Partie ITI: Normes matricielles

8. Soit X € Mml((C):
(a) On a

1<4 <n 1<ign

n n
|AX|oo = max |3~ aya;| < max Zlauum max > [ais] | X
ST =1 j=1

n

donc [||A]||co € max E las;| -
1<ign 4 1
=
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

NORMES SUBORDONNEES

(b) On a || Xo||eo =1 donc

n n n n
ANl > AXolloo > Y anjas| = D largle’™ e =3 ;| = max " Jayl

X X - 1<i<n 4

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

n
(©) done [l = max 3o
=

9. (a) On a

n n
E E Qij T

i=1 |j=1

n n
PRAEA

i=1 j=1

n n
= D> layllz]

j=1i=1

n
3 (m zw) o

j=1

n
(max Zaiﬂ) [ X0
1<j<n =1

IAX ]y

N

N

EVA

done |[|A]|]1 < Jnax Z\am

(b) Ona |[Xolly = 1t JAXol = |3 asay| = D laus| = max Zw
=1

i=1 |j=1

n
() Al = 11%%12 |aijl.
-

10. Soient A € M,, ,(K) et X € M, 1(K). On a

2

n p
|AX]3 = Z Z ijTj
2

n p

< DD lasgllag]
= \=
n P

< aij|? Z|$k|2

NE ||M

»
>

= i *1 X113
i=1 j=1
= [AlZ1X13
On déduit que [[AX][z < [[All2]| X]l2 d’ou [[[Af[l2 < [|A]l2.
Remarquons que pour n =p,on a || I, || =1et | I, ||, = v/
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