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Exercice 1 La loi gamma a ”deux” parameétres.
tu—l -z

b et v sont deux réels strictement positifs. On pose:Vt €] — 00,0], f(t) =0 et Vit €]0,+oo, f(t) = T
v
Q1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Q2. Soit X une variable aléatoire réelle admettant f pour densité. On dit que X suit la loi gamma de parametres b
et v. On écrit X — I'(b,v).

a) Que dire sit v =1 (resp. b=1)7?

b) Que dire de %X ? Envisager une réciproque.

Q3. a) Montrer que pour tout k£ dans N, X posséde un moment d’ordre k et le calculer.
b) Vérifier que E(X) =bv et V(X) = b*v.

Q4. a) Soient X; et X5 deux variables aléatoires réelles indépendantes sur (€, .4, P) qui suivent respectivement une
loi gamma de parametres b et v, et b et vs.

Montrer que X7 + X5 suit la loi gamma de parametres b et vy + vs.
b) Plus généralement Xy, Xs, ..., X,, sont des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes sur (92, A, P).
Montrer que si Vi € [1,n], X; — T'(b,1;) alors X1 + Xo+ -+ X,, = T(byvy +va+ -+ +vp).

¢) X1, Xo, ..., X,, sont des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes sur (2,4, P) suivant la loi expo-
nentielle de parametre A.

1
Montrer que X7 + X5 + - - - + X, suit la loi gamma de parametre — et n.

A
Loi de Pareto

[e3

azry .
, . » t 7
a et xg sont deux réels strictement positifs. On pose:Vt € R, f(t) = ¢ tatl sit € lzo —l—oo[.
0 sinon

Q1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire réelle admettant pour densité f. On dit que X suit la loi de Pareto de parametres «
et xg. On écrit alors ’ X < VP(a, x0) ‘

Q2. Donner la fonction de répartition F'x de X.



Q3. a) E(X) existe si et seulement si a > 1 et dans ce cas E(X) = a 7 Lo-
o —

(a—2)(a—1)2""

On ajoute parfois un paramétre C telle que o + C > 0 (a la place de xo > 0).

b) V(X) existe si et seulement si a > 2 et dans ce cas V(X) =

f devient :¥t e R, f(t) = (t+ C)ott 0, '
0 sinon

C’est la loi de Pareto a trois paramétres que l’on note VP(«,xg,C).

Loi de Cauchy
a

a est un réel strictement positif. On pose:Vt € R, f(t) = ———-
P P f(@®) 1 )

Q1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire réelle admettant pour densité f. On dit que X suit la loi de Cauchy de parametre a.

On écrit alors | X < C(a) |

Q2 Trouver la fonction de répartition Fx de X.

Q3 Montrer que X , n’a pas d’espérance.
a

On ajoute parfois un paramétre de dispersion xo (au paramétre d’échelle a) et f devient :t — .
m(a? + (t — z0)?)

C’est la loi de Cauchy de paramétres xg et a.

Exercice4 Loi Béta de premiére espeéce.

a et 8 sont deux réels strictement positifs.

1
Q1. Montrer que B(a, 8) = / t*~1(1 — ¢)P~1 dt est une intégrale convergente et strictement positive.
0

R O )

On pose Vt €] — 00,0l U [1,4+00[, fa,s(t) =0 et Vt€l0,1], fap(t) = B(a, B)

Q2. Montrer que f, g est une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire réelle admettant pour densité f, g. On dit que X suit la loi de béta de premiere
espéce de parameétres a et 5. On écrit alors | X — B(«, ).

Q3. a) Montrer que pour tout r dans N, X posseéde un moment d’ordre 7.

afp
b) Montrer que E(X) a—l—ﬁetv() (a+B)2(atB+1)
oo+t
Mont VreN', BE(X")= || ———
¢) Montrer que Vr (X7) Ha+/B+Z

=0

Loi de Weibull

a et A sont des réels strictement positifs. On pose Vz € R, f(x) = {

a)\ma—le—k %

sixz >0

0 siz <0

Q1. Montrer que f est une densité de probabilité.

Q2. X est une variable aléatoire & densité de densité f. On dit que X suit la loi de Weibull de parametre « et .

On écrit X — W(a, A).



a) Trouver F'x. Montrer que X posséde une espérance et une variance que l'on exprimera a I'aide de la fonction T

b) On considere la variable aléatoire Y = A X, Etudier Y.

Approche des lois gamma.

Pour tout réel positif ¢, le nombre de personnes qui entrent dans un magasin entre les instants 0 et ¢ est une variable

aléatoire N; qui suit une loi de Poisson de parametre At.

n est un élément de N*. Y}, est la variable aléatoire égale au temps d’attente du n®™ client dans le magasin.
Q1. Donner la fonction de répartition F;, de Y.

Q2. Montrer que Y,, est une variable aléatoire réelle a densité et en donner une densité.

Examiner les cas particuliers A =1et n = 1.

Géométrique-exponentielle.

(X )ren~ est une suite de variables alétaoires indépendantes sur (€2, A, P) qui suivent la méme loi exponentielle de
parametre a.

Soit x un réel strictement positif. Trouver la loi de la variable aléatoire NV, égale & Min{k € N* | X, > x}.

Déterminer lim P(N, > E(N.)).
T—+00

Exercice8 Poisson-Gamma.

n est un élément de N* et A est un réel positif. X et Y sont deux variables aléatoires sur (2,4, P).
On suppose que X suit la loi gamma de parametre n et que Y suit une loi de poisson de parametre .

Démontrer que P(X > \) = P(Y < n).

Exercice9 Poisson-Gamma.

On ouvre un guichet au temps 0. Des clients se présentent successivement a ce guichet aux instants aléatoires Ty, T5, . . .

Ei=T
. (L e Ey=T, - T
On suppose que les variables aléatoires Fj, Es, ... définies sur un espace probabilisé (2, A, P) par: B Tn— T,
3 =13 — 12

sont mutuellement indépendantes et suivent une méme loi exponentielle de parametre A > 0.
On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de clients arrivant dans l'intervalle [0, 1].
Q1. Montrer que T;, est une variable aléatoire réelle & densité et en donner une densité (cours).
Q2. Calculer P[X = 0).

Q3. Pour n dans N*, exprimer P(X = n) en fonction de P(T}, 41 > 1) et de P(T,, > 1).

En déduire la loi de X ou montrer que X suit une loi de Poisson!! (IPP)




Loi normale. Bienaymé-Tchebychev

T T 1
x est un réel strictement positif. Montrer que / e Tdt > /= (1 — —)
0

2 2

® est la fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

+o00
Existence et valeur de / (1 —®(t))dt.
0

Utilisation des lois normales pour calculer des intégrales.

a, b et ¢ sont trois réels. On suppose que a est strictement positif.

+oo
Existence et calcul de I = / e~ (at®+bite) gy

— 00

Exercicel3 Moments d’une loi normale centrée réduite.
X est une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Montrer que pour tout k£ dans N, X possede un moment d’ordre k et le calculer.

Exercice.14 Loi normale.

Q1. a) Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale A(0,1) et ¢ une densité de X (nous pourrons prendre la

densité de X continue sur R).

Montrer que X admet des moments a tous les ordres. Préciser les moments d’ordre 1, 2 et 3.

—+o0 +o0
Calculer le moment d’ordre 4 en remarquant que / tro(t) dt = / — 3¢/ (t) dt, o1 ¢ désigne la dérivée de .

— 00 — 00

b) On suppose maintenant que X suit la loi normale N'(m, o).
En écrivant X sous la forme X = o0 X* + m, calculer E(X?), E(X*), puis V(X?) en fonction de m et de o.
Q2. Un point se déplace dans le plan rapporté a un repére orthonormé, en partant de l'origine a 'instant 0.

Si & linstant ¢t = k — 1, le point se trouve en (ug_1,vx—1), & Uinstant ¢ = k, il se trouvera en (ux—1 + Xg, vg—1 + Yi),
ol X}, et Y} suivent des lois normales N (a, 1).

Alinsi, au temps ¢t = 1, il se trouve au point de coordonnées (X1,Y7), au temps ¢t = 2, il se trouve en (X; + X2, Y] +Y3),
etc.

On suppose les variables X1, Xs,..., X,,,... et Y1,Y5, ... )Y, ... mutuellement indépendantes : les X; sont indépen-
dantes entre elles, de méme que les Y; et toutes les X; sont indépendantes de toutes les Y;.

L’objectif de cette question est l’estimation de a® ot a est défini ci-dessus.

Pour tout n entier strictement positif, on pose A, = Xn: X et B, = zn: Yi. (An, By) sont donc les coordonnées du
point a l'instant n. = =

a) Quelle sont les lois de A,,, de B, leur espérance et leur variance ?

b) Soit D2 = A2 + B2 le carré de la distance du point & l'origine & I'instant n.

Exprimer F(A2) a l'aide de V(A,) et E(A,). En déduire E(D?).



X242
2n2

c¢) Exprimer la variance de A% & l'aide des résultats de la question 1. En déduire celle de U,,. Cet estimateur est-il

Montrer que U,, = — = est un estimateur sans biais de a?.
n

convergent ?

Theme 2 : Theoremedetransfert

a) Les ”po X” de base.

’ Exercice.15 ‘ ’ Y=aX+b ‘

Soit X une variable aléatoire réelle a densité sur (€, .4, P) de densité f définie sur R. a est un réel non nul et b un
réel.

Montrer que Y = aX + b est une variable aléatoire a densité admettant pour densité g définie sur R par :

vz € R, g(z) = ﬁ f(wT_b)

Exercice.16 Y =X?

Soit X une variable aléatoire réelle & densité sur (€2, .4, P) de densité f définie sur R.

Montrer que Y = X? est une variable aléatoire & densité admettant pour densité g définie sur R par:

Wz €] —00,0], g(x) =0 et Va e ]0,+o0[, g(z) (F(v@) + F(=v).

1
2V

Exercice.17 | |Y = |X]

Soit X une variable aléatoire réelle & densité sur (€2, A4, P) de densité f définie sur R.

Montrer que Y = | X| est une variable réelle & densité sur (€, .4, P) et en donner une densité.

1
Y=g
xXercice X

Soit X une variable aléatoire réelle & densité sur (2, .4, P), prenant ses valeurs dans R*, de densité f définie sur R.

1
Montrer que Y = X est une variable aléatoire & densité admettant pour densité g définie sur R par:

g(0)=0 et Voe R—{0}, g(z) = % F(@).

Exercice.19 Y =X

Soit X une variable aléatoire réelle & densité sur (2, A4, P) de densité f définie sur R.

Montrer que Y = eX est une variable aléatoire & densité admettant pour densité g définie sur R par:

V€] —00,0], g(x) =0 et Vae]0,+oo, g(x) = é f(nz).

’ Exercice.20 ‘ ’ Y =InX ‘

Soit X une variable aléatoire réelle & densité sur (£2,.4, P), prenant ses valeurs dans |0, +oo[ (ou presque sirement
dans )0, +00[), de densité f définie sur R.



On consideére la variable aléatoire Y = In X.

Montrer que Y est une variable aléatoire a densité admettant pour densité g définie sur R par :

Ve e R, g(z) = €” f(e")

b) ¢ o X & partir de la loi uniforme.

A partir de la loi uniforme.

X < U([-1,1]) et Y = eX. Montrer que Y est une variable aléatoire & densité et en trouver une densité.

A partir de la loi uniforme.

X < U([1,2]). Etude de Y = X1,

A partir de la loi uniforme.

X est une variable aléatoire & densité sur (£2,.4, P) qui suit une loi uniforme sur [—1, 1].

Q1. Donner la fonction de répartition de Y = X? + 1. Calculer E(Y).

n1—|—X(w)

5 si X(w) # —1et Z(w) =0 si X(w) = —1. BEtudier

Q2. Pour tout w appartenant a 2, on pose: Z(w) = —1
Z.

A partir de la loi uniforme. Simulation d’une loi exponentielle.

Q1. a) A est un réel strictement positif. X est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1].

1 1
On suppose que Y = Y In X est une variable aléatoire. Que dire de Y ? Et pour Y = - In(1-X)?

b) Envisager une réciproque.

A partir de la loi uniforme.

On casse un baton de longueur 1. Le point de rupture suit la loi uniforme sur [0, 1].

Calculer la probabilité que le grand morceau soit au moins 3 fois plus grand que le petit morceau.

‘A partir de la loi uniforme.

Un baton de longueur 1 et d’extrémités A et B est cassé en deux au hasard. La longeur L du morceau d’extrémité A

suit une loi uniforme sur [0, 1].
Q1. Etudier la variable aléatoire X égale a la longueur du plus petit morceau et calculer son espérance.
Q2. Méme chose avec la longueur du plus grand morceau.

Q3. Soit Z la variable aléatoire égale au rapport de la longueur du plus petit morceau a celle du plus grand. Déterminer
la loi de Z et son espérance.

A partir de la loi uniforme.



X est une variable aléatoire sur (2, .4, P) qui suit la loi uniforme sur [—2,2]. Y est une variable aléatoire sur (2, 4, P)
qui suit la loi de Bernoulli de parametre p. X et Y sont indépendantes. ¢ est un réel.

Trouver la probabilité pour que <)t( )1,> soit diagonalisable.

‘A partir de la loi uniforme.

Soit (2,4, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur [0,2]. Pour tout

o= (xi 57)

Soit Y la variable aléatoire définie par : pour tout w dans €, Y (w) est la plus grande des valeurs propres de M,, .

w € Q, on considere la matrice

Montrer que Y est une variable aléatoire & densité et en donner une densité.

A partir de la loi uniforme.

On considére une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (£2,.4, P) qui suit la loi uniforme sur |0, 1].

Déterminer toutes les fonctions g continues et strictement monotones de ]0, 1 sur g(]0, 1[) telles que la variable aléatoire
Y = g(X) suive la loi exponentielle de parametre 1.

c) ¢ o X a partir de la loi exponentielle

A partir de la loi exponentielle.

X suit la loi exponentielle de parametre A sur (2, A, P).

Donner la loi de Y = eX. Existence et valeur du moment d’ordre k.

A partir de la loi exponentielle.

X suit la loi exponentielle de parametre A sur (€2,.4, P). On considére la variable aléatoire réellle Y = VX.

Montrer que Y est une variable aléatoire & densité et en trouver une densité. Calculer E(Y).

A partir de la loi exponentielle.

X est une variable aléatoire de densité f paire et continue sur R.

On pose Y = X? et on suppose que: Y < £()\). Déterminer f.

A partir de la loi exponentielle. Piege...

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes sur (2, A, P).

X suit la loi exponentielle de parametre A et Y suit la loi uniforme sur {—1,0,1}. Z = XY.

Z est-elle une variable aléatoire discrete 7 a densité ?




Théme 3: Applications en Géométrie

Variables aléatoires réelles a densité et géométrie
Un point M se promene au hasard a 'intérieur d’une boule de centre O et de rayon de R.
La probabilité pour que M se trouve dans une portion de la boule est proportionnelle au volume de cette portion.

Etudier la variable aléatoire X égale & la distance de O & M (... 47R3/3). Calculer E(X).

Exercice.35 | Variables aléatoires réelles a densité et géométrie

R est un repere orthonormé d’origine O du plan P. A et B sont les points de coordonnées (1,1) et (—1,1). On choisit

au hasard un point dans le triangle OAB. X (resp. Y') est la variable aléatoire réelle égale a I’abscisse (resp. ordonnée)
de ce point. On admet que la probabilité pour que le point obtenu soit dans une partie du triangle est proportionnelle
a l’aire de cette partie.

Q1. Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et en trouver une densité. Calculer E(Y).

Q2. Reprendre le probleme avec X.

Exercice.36 | Variables aléatoires réelles a densité et géométrie

On munit le plan P d’un repere orthonormé R. On tire sur la cible représentée par le carré de sommets O, I, K, J

de coordonnées respectives (0,0), (1,0), (1,1), (0,1). On suppose que pour toute partie A de la cible, la probabilité
que le point d’impact soit dans A est égale a l'aire de A.

On note X et Y les coordonnées aléatoires du point d’impact.
Q1. Etudier X et Y.

Q2. Soit Z la variable aléatoire égale au produit XY. Déterminer Z(€2). Pour tout ¢t dans Z(f2), que représente
graphiquement {Z < t}.

Trouver la loi de Z. Calculer, si possible son espérance et sa variance.
Q3. Mme chose avec T =Y/X.
Q4. Etudier U = [T] (partie entidre).




