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1 Loi Gamma

Définition 1.1: Loi Gamma

Une v.a X suit la loi Gamma de paramétres p et 6 (p > 0, 8 > 0), notée v(p, 0) si sa densité est :
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Caractéristiques de la loi Gamma

Espérance : §.
Variance : Jz.
Fonction de répartition : Fx (z) = [*_ FG(;e‘ettp_lll]o7+oo[(t)dt, z €R..

P
Fonction caractéristique : ®x (t) = (%) , teR.

Remarquons que la loi gamma de paramétre 1 est 6 est simplement la loi exponentielle de paramétre 6.

Proposition 1.1: Propriétés de la fonction I'

Démonstration. Démontrons ces propriétés.

1. Pour tout p > 1, une intégration par partie conduit &
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2. Comme T'(1) = f0+oo e *dxz = 1, une récurrence montre que pour tout entier non nul n : I'(n) =
(n —1)!, en utilisant évidemment la propriété précédente.



3. On calcule, en effectuant le changement de variable ¢ = /22 (donc da = tdt) :
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On a utilisé que la densité de la loi normale est bien une densité : er: [ e Tdt=1.

On calcule I'espérance d’une loi Gamma, on utilise dans le calcul le changement de variable u = 0z :
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Le calcul de E(X?) se fait de la méme fagon. On trouve : E(X?) = %. On en déduit que

Théoréme 1.1: Additivité de lois gamma indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant respectivement les lois
~v(p, 0) et v(g,0). Alors la variable aléatoire réelle X + Y suit la loi y(p + ¢, 6).

Démonstration. Puisque les variables X et Y sont indépendantes, la fonction caractéristique de la somme
est égale au produit des fonctions caractéristiques. Pour tout ¢t € R :

Pxyy(t) =Px(t)Py(t) = <09it>” (00it>q = (9 f Z.t)pﬂ-

On reconnait la fonction caractéristique d’une loi Gamma de paramétres p + g et 6. O

2 Loi du y?

Définition 2.1: Loi du x? 4 n degrés de libertés

Soit (X;)1<i<n n variables i.i.d de loi N'(0,1). Alors la loi de X = X7 + X3 +---+ X2 est appelée
loi du x? a n degrés de libertés.
Une v.a X suit la loi du x? a n degrés de libertés, notée x?2 si sa densité est :

n
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Caractéristiques de la loi du x?

Espérance : n.
Variance : 2n.
Fonction de répartition : Fy(z) = [* L =323 1y oo((t)dt, z€R..

Fonction caractéristique : ®x (t) = (#> 2 , teR.

On a:

Démonstration. Déterminons d’abord la loi de x7 c’est & dire la loi du carré d’une v.a. N'(0,1). Soit donc
Y1 = X% avec X1 ~ N(0,1). Pour tout z dans R on a :

0 six <0,

FYI(”:P(Y‘@:MXK”:{ P(IX,| < V) siz>0.

Doncsiz>0ona:

Fy, (z) = P(|X1]| < V) = P(—Vz < Xi| < V) = (V) — &(—Va) = 20(V) — 1.

Cette derniére fonction est dérivable sur ]0, +oo[, de dérivée :
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La densité de Y7 est donc bien la densité de la loi v (%, %) :

fri(z) =2

/2
Iy, (z) = %2;2)6_291.%_1/2]1]074_00[(%).

Donc x? ~ ~y (%, %) En utilisant la propriété d’additivité de la loi Gamma (démontrée dans le paragraphe
précédent), on voit que si
X=X+X3+ -+ X2

avec les (X;)i1<i<n n variables i.i.d de loi N'(0,1), alors X est la somme de n v.a. indépendantes de loi

7(%,%) et doncXN'y(g,%). O

Comme on a calculé l'espérance, la variance et la fonction caractéristique d’une loi gamma dans le pa-
ragraphe précédent, on en déduit facilement I’espérance, la variance et la fonction caractéristique d’une
loi du x? a n degrés de libertés.

Une autre conséquence est que si X ~ x2 et Y ~ x2 avec X et Y indépendantes, alors

En effet : X ~~ (%, %) et Y ~~ (%, %) donc, par indépendance,

m n 1 n+m 1
X+YN’Y<2+2,2>’Y( 9 72)X$¢+m~

0 0@ 8 & 68




Définition 2.2: Loi de Student

Soient X et Y deux variables indépendantes telles que X ~ N(0,1) et Y ~ x2. Alors la variable

X
aléatoire T,, = ——= suit la loi de Student & n degrés de libertés.
Y
n
Une variable aléatoire X suit la loi de Student & n ddl si sa densité est :
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Caractéristiques de la loi de Student

Espérance : 0 sin > 1.
Variance : 25 sin > 2.

1 1

La loi de Student a 1 ddl est aussi appelée Loi de Cauchy. Sa densité est, pour z € R, f(x) = e
i x

et elle n’admet pas d’espérance.

3 Loi de Fisher-Snedecor

Définition 3.1: Loi de Fisher-Snedecor

Soient X et Y deux variables indépendantes telles que X ~ x2 et Y ~ x2. Alors la variable

aléatoire ' = )f//% suit la loi de Fisher-Snedecor a (m,n) degrés de libertés.
Une variable aléatoire X suit la loi de de Fisher-Snedecor a (m,n) ddl, notée F(m,n) si sa densité
est :
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Caractéristiques de la loi de Fisher-Snedecor

Espérance : ? sin > 3.
Variance : % sin>5.

Remarquons que :
1. Si T ~ Student & n ddl alors T? ~ F(1,n),

1
2. Si F ~ F(m,n) alors T F(n,m).
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