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La formule de Stirling

1 Le développement.

Proposition 1. On an! ~ 27n(2)".

n—+00

Démonstration.

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées de loi de Poisson de parametre 1. Posons: S, := 3 Xp et Z, :=
k=1

%ﬁ;’;’). Notons que S, suit une loi de Poisson de parametre n et que Z, =

Etape 1: Appliquer le théoréme central limite & la suite (Zp)n>1-
(Xn)n>1 est une suite de va iid et pour tout n, X, € L?. Les hypotheses du
théoréme central limite sont ainsi satisfaites avec de plus E(X7) = /V(X7) = 1.
D’ou, pour tout t € R,

S, —n

1 Foo —u?

ou Z suit une loi normale centrée réduite.

Etape 2: Appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite
B(Zn > )1 -

Soit t > 0. Comme {Z, >t} C {Z2 > t*}, on a:

P(Z, >t) <P(Z%>t?) < nl =,
( ) (n )Markov t2 t2

On en déduit P(Z,, > t) < 1jo,1[ + 7 L[1;400] € L'. Le théoréme de convergence
dominée donne alors:

n—-+4oo

+oo +oo
/ P(Z, >t)dt — / P(Z > t)dt.
0 0
ra +OO
Etape 3: Calculer / P(Z > t)dt

0
Allons y gaiement. On a:

/;OO P(Z > t)dt = /0%0(\/127T /:OO exp(_TUQ)du) dt,



puis par Fubini-Tonneli:

/04_00(\/1277r /t+°° exp(_TUQ)du) dt = \/% /0+°° /Ou exp(_Tiﬂ)dt) du = Nors

+oo
Etape 4: Calculer / P(Z, > t)dt

0
Allons y gaiement. On a:

+oo +oo
/ P(Z, >t)dt = / P(S, > v/nt +n)dt.
0 0

En vertu du théoréme de transfert,

400 00

+oo
/ P(S, > v/nt+n)dt = / Z P(S, = k)l{k>\/ﬁt+n} dt
0 0 k=0

puis par Fubini-Tonneli, nous obtenons:

k—n

+oo +00 +oo =
Z/ P(Sn = k)1 gps yrepn) At = > / P(S,, = k) dt.
k=00 k=n+1"0

Comme P(S,, = k) = exp(fn)%f, la transitivité de la relation =! donne:

+o00 k

oo 1 n
/0 P(Z, >t)dt = NG kzzm(k —n) exp(—n) -

Apres simplification on obtient?, on trouve:

nnJrl

“+oo
/O P(Zn>t)dt:m.

Conclusion.
D’apres ce qui précede, on a:

nn+1

+oo
PZ,>1t)dt = ————
/0 (Zn > 1) Jrexp(ninl noteo

+oo
:/ P(Z > t)dt = —.
0

D’ou le résultat.



