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Fiche de cours: Calcul différentiel

Professeur Agrégé Docteur

Dérivés Partielles

Différentielle

Theoremes Généraux

f:U CR" — E (Banach), a = (a1, ...,

o) = fai...,ai...an)

Dérivée de f en a suivant h:

th(a)zlmw

on: [—e¢e — R
t —  f(a+th)
df(a)

Def: f de classe C': af

Lq

Thm:

Thm: f de classe C! = Dy (f

n

Z

grad fla

a)e;, on a

e

Matrice Jacobienne:

on a alors Dy (f)(a) = T f(a) x h

Dérivées d’ordre supérieures:

Def: f de classe C? ssi of
6:@»
dans ce cas, on a:
0% f 0% f
Thm Sch : =
m schwarz 6$i6$j (9%](91'1

fla+h) = 3f

+Zh

an) € U,h € R

Dérivées partielles: 6—(@) = ¢'(a;) ou
2

(%cl

alors

de classe C! Vi

Formule de Taylor-Young a ’ordre 2:

= (i2n)' (0) ot

= D,, f(a), ou (e;) base canonique de R"

existent et sont continue

Zh

Gradient: Si f: R® — R de classe C', on pose

Si f: R —s Rm™
(xl,...,xn) — (fl,...,fm)
de classe C!, on pose J f(a) = <%(a)) € M,(R)

Def: f: E — F ou E, F Banach.

On dit que f est différentiable en a ssi 3df, lin.

tq f(a+h) = f(a) + dfa(h) + o(||h]]), Vh € E
Propriétes: d(f + \g)a = dfa + Adga

d(fg)a = dfa-g(a) + f(a)'dga

d(f © g)a = dfg(a) o dga

fO@) = dy@y(' ()

th(a) = dfa(h)

= M(df,) qd E =R",F =R™
-3 higk

dfa(h) = <gradf(a), h> qd. F=R

J f(a)

dfa(h qd. E=R"

Dérivation vectorielle: f: I C R — E (Banach)

Def: f/(tp) = lim 7f(t) — f(to)
to t—to

Thm: f de classe C! = Dy f(a) = f'(a).h

Thm: f:R — R" et t — x;(t) de classe C!

axn)I:Zx/ af

:>f(1'1,... 7’87

App linéaire cont.
Si f: E — F linéaire cont, alors d, f = f, Va.
App bilinéaire cont.

Si f: E x F — G bilinéaire cont, alors
d(a,b)f(ua ’U) = f(a,v) + f(ua b)7 Va.

Themes classiques: Résolution d’EDP,
Extremum, Laplacien, Eq. Chaleur,
Fcts harmoniques

Extremums: f: U C R" — R de classe C!

Thm: f admet un extr. en a = g—f(a) =0, Vi
T
Formules de Monge: f:U C R? = R de classe C?
of _of _
(a,b) € U tq. 8_x(a’b) = 9 (a,0) =0
R T )
© 0z0x’T  0xdy’ Oydy

rt —s2 >0, r > 0= min. local

rt —s2 >0, r < 0= max. local

rt — s2 < 0 = n’est pas extremum

rt—s2=0=7

Formules de chgt. var.: f:U C R? — R de classe C*

(u,v) = p(z,9), g(u,v) = f(z,y) de classe C*

ﬁ _ @ Bg v 69
o o % Gi
3y 3y 3u 3y v

Ck-difféomorphismes.

Def: f bij. + f et f~! de classe C*

Thm inversion locale:
f:UCR™ = R™ classe C* + det J f(a) # 0
+U ouvert = f Ck-diffeo au vois de a
Thm inversion globale: f: U C R® — V C R™ bij+ class C*
alors f CF-diffeo < det Jf(a) #0Va € U
Thm Fcts Implicites: fR? — R class. C*

Si f(a,b) =0, g—f(a,b) #0alors dp:la—e,a+e[—> R
Y

class. C* tq g(a) = b, f(w,y) =0 &y = p(a)
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