
Résumé de 
ours: Suites et séries
de fonctions

Blague du jour :Un prof de math explique à 
es élèves de faire attention avant de répondre lors d'un oral de 
on
ours, ets'assurer que 
e qu'ils allaient dire est juste :- Les intelligents sont toujours dans le doute. Seuls les imbé
iles sont 
onstamment a�rmatifs.- Vous en êtes 
ertain ? demande un élève.- Absolument 
ertain !Mathémati
ien du jour BorelFélix Edouard Justin Émile Borel (1871-1956), mathémati
ien français, spé
ialiste dela théorie des fon
tions et des probabilités, membre de l'A
adémie des s
ien
es, a étéaussi un homme politique, député, ministre, résistant et prisonnier de guerre, il fûtdé
oré par le Grand-
roix de la Légion d'honneur, par la Croix de guerre et par laMédaille de la Résistan
e.Il fût premier de sa promotion premier à l'É
ole polyte
hnique, à l'É
ole Normale,et à l'agrégation de mathématiques. Il était parmi les pionniers de la théorie de lamesure et de son appli
ation à la théorie des probabilités et de jeux.Table des matières1 Modes de 
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omDans 
e 
hapitre, les fon
tions 
onsidérées sont dé�nies sur une partie A d'un espa
e ve
toriel E de dimension�nie et à valeurs dans un espa
e ve
toriel normé de dimension �nie F .1 Modes de 
onvergen
e1.1 Suites de fon
tions1.1.1 Convergen
e simpleÉtant donnée une suite (fn) de fon
tions dé�nies sur une partie A de E à valeurs dans un evn de dimension�nie F .Convergen
e simpleDé�nition 1 La suite (fn) 
onverge simplement sur A vers f , si pour tout élément x de A, lasuite (fn(x) 
onverge vers f(x).On dit alors que f est limite simple sur A de la suite de fon
tions (fn).Remarque 11) Il est 
lair que f est unique puisque pour tout x ∈ A, la suite (fn(x)) a une limite unique.2) On dit que (fn) 
onverge simplement sur A si elle existe f telle que (fn) 
onverge simplementsur f .3) Si X ⊂ A on dit que la suite 
onverge simplement sur X si la suite des restri
tions de (fn)sur X 
onverge simplement.1.1.2 Convergen
e uniformeDé�nition 2 La suite (fn) 
onverge uniformément sur A vers f , si pour tout élément x de A,la suite ‖fn − f‖∞ 
onverge vers 0.On dit alors que f est limite uniforme sur A de la suite de fon
tions (fn).Remarque 21) En notant Rn = sup ‖fn(x) − f(x)‖ ∈ R, la 
onvergen
e uniforme de la suite (fn) vers fest équivalente la 
onvergen
e de la suite (Rn) vers 0. Don
 pour montrer qu'une suite (fn)
onverge uniformément vers f il su�t qu'il existe une suite de réels (εn) qui tend vers 0telle que ∃n0 ∈ N, ∀x ∈ A, ‖fn(x) − f(x)‖ 6 εn2) Pour montrer qu'une suite de fon
tion (fn) ne 
onverge pas uniformément il su�t d'exhiberune suite (xn) d'éléments de A tel que fn(xn) − f(xn) ne tend pas vers 0.En e�et Rn = sup
x∈A

‖fn(x) − f(x)‖ > fn(xn) − f(xn).3) On dit que (fn) 
onverge uniformément sur A si elle existe f telle que (fn) 
onverge uni-formément sur f . La limite f est souvent 
al
uler par la 
onvergen
e simple.4) Si X ⊂ A on dit que la suite 
onverge uniformément sur X si la suite des restri
tions de
(fn) sur X 
onverge uniformément.5) Si (fn) 
onverge uniformément sur A alors 
onverge uniformément sur toute partie X ⊂ A.6) L'é
riture formelle de la 
onvergen
e simple et uniforme de la suite (fn) vers f est respe
-tivement :� CS : ∀x ∈ A, ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n > N ⇒ ‖fn(x) − f(x)‖ 6 ε.� CU : ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀x ∈ A, ∀n ∈ N, n > N ⇒ ‖fn(x) − f(x)‖ 6 εProposition 1 Si la suite (fn) 
onverge uniformément vers f alors (fn) 
onverge simplementvers f . Page 2 / 8
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om1.1.3 Critère de Cau
hy uniforme.Dé�nition 3 Soient (fn) une suite de fon
tions dé�nie de A vers un espa
e ve
toriel normé F ,on dit que la suite (fn) est uniformément de Cau
hy sur A si pour tout ε > 0, il existe N ∈ N telque :
∀(n,m) ∈ N

2, (n > N,m > N) ⇒ ∀x ∈ A, ‖fn(x) − fm(x)‖ 6 ε.Théorème 1 Si F est un Bana
h, (fn) 
onverge uniformément vers f si et seulement si f véri�ele 
ritère de Cau
hy uniforme.Remarque 3 B(A,F ), l'espa
e de fon
tions bornées sur A, muni de la norme ‖.‖∞ est 
omplet.1.2 Séries de fon
tions.Soit (fn) une suite de fon
tions de A dans F , 
omme pour les séries dans un espa
e ve
toriel normé , onnote Sn =
n
∑

k=0

fk la somme partielle.1.2.1 Convergen
e simpleDé�nition 4 On dit que∑ fn 
onverge simplement sur A si ∀x ∈ A,
∑

fn(x) 
onverge. Dans 
e
as :� la fon
tion somme est note S =

+∞
∑

n=0

fn, et on a ∀x ∈ A,S(x) =

+∞
∑

n=0

fn(x)� le reste et la suite de fon
tion dé�nie par : ∀x ∈ A,Rn(x) =
+∞
∑

k=n+1

fk(x).� On a ∀x ∈ A,S(x) = Sn(x) +Rn(x).L'ensemble des éléments tel que ∑ fn(x) 
onverge s'appelle domaine de 
onvergen
e simple.Convergen
e uniformeOn dit que ∑ fn 
onverge uniformément sur A si (Sn) 
onverge uniformément sur A.On la 
onvergen
e uniforme implique la 
onvergen
e simple.Proposition 2 Si la série ∑ fn 
onverge uniformément sur A, alors la suite (fn) 
onverge vers0 sur A.Remarque 4 (fn) peut 
onverger vers 0 sans que ∑ fn 
onverge uniformément.Proposition 3 Une séries 
onvergeant simplement vers f 
onverge uniformémentsi et seulement si Rn 
onverge uniformément vers 0Dé�nition 5 On dit que la suite ∑ fn 
onverge uniformément sur tout 
ompa
t de A si quelleque soit la partie K 
ompa
t de A la suite ∑ fn 
onverge uniformément sur K.1.2.2 Convergen
e absolueDé�nition 6 On dit que la suite ∑ fn 
onverge absolument sur A si quelle que soit x de A , lasuite ∑ ‖fn(x)‖ 
onverge .Proposition 4 Si la série∑ fn 
onverge absolument sur A, alors∑ fn 
onverge simplement sur
A. Page 3 / 8
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om1.2.3 Convergen
e normaleDé�nition 7 On dit que la suite ∑ fn 
onverge normalement sur A si� ∀n ∈ N, fn ∈ B(A,F ),� la série numérique ∑ ‖fn‖∞ 
onverge.Proposition 5 Si la série ∑ fn 
onverge normalement sur A, alors ∑ fn 
onverge absolumentet uniformément sur A, et l'on a :
‖

+∞
∑

k=0

fn‖∞ =

+∞
∑

k=0

‖fn‖∞2 Théorèmes d'approximationsDans 
e paragraphe, les appli
ations 
onsidérées sont dé�nies sur un intervalle I de R et valeurs dans unespa
e ve
toriel F de dimension �nie.2.1 Fon
tions en es
alier2.2 Approximation uniforme des fon
tions 
ontinues par mor
eaux sur [a, b].Théorème 2 Toute fon
tion 
ontinue par mor
eaux sur [a, b], valeurs dans F , est limite uniformed'une suite de fon
tions en es
aliers sur [a, b].Ce qui peut se traduire par :� ∀f ∈ CM([a, b], F ), ∀ε > 0, ∃g ∈ E([a, b], F ), ‖f − g‖∞ 6 ε.� ∀f ∈ CM([a, b], F ), ∃(fn) ∈ (E([a, b], F ))N, lim
n→+∞

‖fn − f‖∞ = 0.Théorème 3 Toute fon
tion 
ontinue sur un segment [a, b], valeurs dans F , est limite uniformed'une suite de fon
tions a�nes par mor
eaux sur [a, b]Théorème 4 Premier théorème de Stone-WeirstrassToute fon
tion 
omplexe 
ontinue sur un segment [a, b], valeurs dans C, est limite uniforme d'unesuite de fon
tions polyn�mes de la forme P (X) =

n
∑

k=0

akX
k.Théorème 5 Deuxième Théorème de WeirstrassToute fon
tion 
omplexe 2π-périodique valeurs dans C, est limite uniforme sur R d'une suite defon
tions polyn�mes trigonométriques de la forme P (x) =

n
∑

k=0

(ak cos(kx) + bk sin(kx))3 Continuité de la limite uniformeThéorème 6 Théorème de la double limite ou interversion des limites.Soit (fn) une suite de fon
tions de F(A,F ) et a ∈ A.� Si pour tout n, lim
x→a

fn(x) existe.� Si la suite fn 
onverge uniformément vers f sur A,alors lim
x→a

f(x) et lim
n→+∞

(

lim
x→a

fn(x)
) existent et sont égales, plus pré
isément :

lim
n→+∞

(

lim
x→a

fn(x)
)

= lim
x→a

(

lim
n→+∞

fn(x)

)Page 4 / 8
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omThéorème 7 Théorème de la 
ontinuité de la limite uniforme.Soit (fn) une suite de fon
tions de F(A,F ) et a ∈ A.� Si pour tout n, fn est 
ontinue en a� Si la suite fn 
onverge uniformément vers f sur A,alors f est 
ontinue en a.Théorème 8 Théorème d'interversion des limites et sommes.Soit (fn) une suite de fon
tions de F(A,F ) et a ∈ A.� Si pour tout n, lim
x→a

fn(x) existe.� Si la série ∑ fn 
onverge uniformément sur A,alors lim
x→a

+∞
∑

n=0

fn(x) et +∞
∑

n=0

lim
x→a

fn(x) 
onverge et sont égales, plus pré
isément :
lim
x→a

(

+∞
∑

n=0

fn(x)

)

=

+∞
∑

n=0

(

lim
x→a

fn(x)
)Théorème 9 Théorème de la 
ontinuité de la somme.Soit (fn) une suite de fon
tions de F(A,F ) et a ∈ A.� Si pour tout n, fn est 
ontinue en a� Si la série ∑ fn 
onverge uniformément sur A,alors ∑n0 + ∞ est 
ontinue en a.Remarque 5 Les résultats pré
édents sont en
ore valables si l'on rempla
e 
onvergen
e uniformepar 
onvergen
e uniforme sur tout 
ompa
t.4 Dérivée de la limite uniforme

I tant un intervalle de R non réduit un point, C1(I,R) désigne l'espa
e des fon
tions de I dans F de 
lasse
C1. Théorème 10 Soit (fn) une suite de fon
tions de C1(I, F ) telle que :� (fn) 
onverge simplement sur I vers f ∈ F(I, F ).� La suite (f ′

n) 
onverge uniformément sur tout segment de I vers g ∈ F(I, F ).Alors� f est de 
lasse C1 sur I ave
 f ′ = g.� la suite (fn) 
onverge uniformément vers f sur tout segment de I.Théorème 11 Soit (fn) une suite de fon
tions de Ck(I, F ), k ∈ N telle que :� pour tout j ∈ J0, k − 1K la suite (f
(j)
n )n 
onverge simplement sur I ;� La suite (f

(k)
n )n 
onverge uniformément sur tout segment de I vers g ∈ F(I, F ).Alors la fon
tion f = lim

n→+∞

fn est de 
lasse Ck sur I ave
 f (k) = g et 
haque suite (f
(j)
n )n, j ∈

J0, k − 1K 
onverge uniformément sur tout segment de I vers f (j).Théorème 12 Soit (fn) une suite de fon
tions de C∞(I, F ) telle que :� pour tout j ∈ N la suite (f
(j)
n )n 
onverge simplement sur I ;� il existe p ∈ N tel que, pour tout k > p, La suite (f

(k)
n )n 
onverge uniformément sur tout segmentde I.Alors la fon
tion f = lim fn est de 
lasse C∞ sur I et 
haque suite (f

(j)
n )n, j ∈ N 
onvergeuniformément sur tout segment de I vers f (j).Page 5 / 8
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omThéorème 13 Dérivation terme à termeSoit ∑ fn une série de fon
tions de C1(I, F ) telle que :� la série ∑ fn 
onverge simplement sur I ;� la série ∑ f ′

n 
onverge uniformément sur tout segment J de I.Alors la fon
tion somme +∞
∑

n=0

fn est de 
lasse C1 sur I ave
 : (+∞
∑

n=0

fn

)′

=

+∞
∑

n=0

f ′

nThéorème 14 Soit ∑ fn une série de fon
tions de Ck(I, F ), k ∈ N telle que :� pour tout j ∈ J0, k − 1K la série ∑ f
(j)
n 
onverge simplement sur I ;� La série ∑ f

(k)
n 
onverge uniformément sur tout segment de I.Alors la fon
tion +∞
∑

n=0

fn est de 
lasse Ck sur I et 
haque série ∑ f (j)
n où j ∈ J0, k − 1K 
onvergeuniformément sur tout segment de I vers (+∞

∑

n=0

fn

)(j). Plus pré
isément :
∀j ∈ J0, kK, ∀x ∈ I,

(

+∞
∑

n=0

fn

)(j)

(x) =

(

+∞
∑

n=0

f (j)
n (x)

)

.Théorème 15 Soit ∑un une série de fon
tions de C∞(I, F ), k ∈ N telle que :� pour tout j ∈ N la série ∑ f (j)
n 
onverge simplement sur I ;� il existe p ∈ N tel que, pour tout k > p, La série ∑ f (k)

n )n 
onverge uniformément sur toutsegment de I.Alors la fon
tion +∞
∑

n=0

fn est de 
lasse C∞ sur I et 
haque série ∑ f (j)
n , j ∈ N 
onverge uniformé-ment sur tout segment de I ave


∀j ∈ J0, kK, ∀x ∈ I,

(

+∞
∑

n=0

fn

)(j)

(x) =

(

+∞
∑

n=0

f (j)
n (x)

)

.Remarque 6 Les résultats pré
édents sont en
ore valables si l'on rempla
e 
onvergen
e uniformepar 
onvergen
e uniforme sur tout 
ompa
t.5 Intégrale de la limite uniforme5.1 Fon
tion régléeDé�nition 8 On appelle fon
tion réglée sur un segment [a, b] à valeurs dans un espa
e ve
torielnormé , F de dimension �nie, toute appli
ation f : [a, b] −→ F telle que� lim
t→x+

f(t) existe ∀x ∈]a, b].� lim
t→x−

f(t) existe ∀x ∈ [a, b[.L'ensemble de telles fon
tions se note R([a, b], F ).
Page 6 / 8
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omRemarque 7� Toute fon
tion 
ontinue par mor
eaux est réglée, en parti
ulier toute fon
tion 
ontinue ou enes
alier sur [a, b] est réglée.� Toute fon
tion réglée est bornée� La limite uniforme de fon
tions réglées est réglée.� R([a, b], F ) est un fermé pour la norme ‖.‖∞.Théorème 16� Pour toute fon
tion réglée f : [a, b] −→ R et ε > 0, ∃ϕ, ψ en es
alier sur [a, b] telles que
ϕ ≤ f ≤ ψ , ψ − ϕ ≤ ε� Pour toute fon
tion réglée f : [a, b] −→ F et ε > 0, ∃ϕ en es
alier sur [a, b] telles que ‖ϕ−f‖∞ ≤
ε� Toute fon
tion réglée est limite uniforme d'une suite de fon
tions en es
aliers.� La limite uniforme d'une suite de fon
tions en es
aliers est une fon
tion réglée.5.2 Intégration sur un segmentThéorème 17 Soit f : [a, b] −→ F fon
tion réglée et ϕn : [a, b] −→ F une suite de fon
tionsen es
aliers qui 
onverge uniformément vers f . Alors la suite (∫ b

a

ϕn(t)dt

)

n∈N


onverge et salimite ne dépend pas du 
hoix de la suite (ϕn). On pose alors : ∫ b

a

f(t)dt = lim
n→+∞

∫ b

a

ϕn(t)dtRemarque 8 L'intégrale d'une fon
tion réglée hérite de toutes les propriétés de l'intégrale d'unefon
tion en es
aliers, plus pré
isément si f, g : [a, b] −→ F réglées et λ ∈ R, on a les propriétéssuivantes :� ∫ b

a

(f + λg)(t)dt =

∫ b

a

f(t)dt+ λ

∫ b

a

g(t)dt.� f ≥ 0 =⇒

∫ b

a

f(t)dt ≥ 0.� f ≥ g =⇒

∫ b

a

f(t)dt ≥

∫ b

a

g(t)dt.� ‖

∫ b

a

f(t)dt‖ ≤

∫ b

a

‖f(t)‖dt.� ∫ a

a

f(t)dt = 0

� ∫ b

a

f(t)dt =

∫ c

a

f(t)dt +

∫ b

c

f(t)dt, ∀c ∈

[a, b].� ∫ a

b

f(t)dt = −

∫ b

a

f(t)dt.� l'appli
ation F (x) =

∫ x

a

f(t)dt est dérivableà gau
he et à droite en tout point x ∈ [a, b],ave
 F ′(x+) = f(x+) et F ′(x−) = f(x−).Théorème 18 Si fn est une suite de fon
tions réglées qui 
onverge uniformément vers f , alors
f est réglée ave
 lim

n→+∞

∫ b

a

fn(t)dt =

∫ b

a

lim
n→+∞

fn(t)dtThéorème 19 Intégration terme à terme.Si ∑ fn est une série de fon
tions réglées qui 
onverge uniformément, alors :
+∞
∑

n=0

(

∫ b

a

fn(t)dt

)

=

∫ b

a

+∞
∑

n=0

fn(t)dt5.3 Intégration sur un intervalle quel
onque.Dans tout la suite I désigne un intervalle de R d'intérieur non vide.Page 7 / 8
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omDé�nition 9� Soit f : I −→ F , on dit que f est réglée sur I si et seulement si elle est réglée sur tout segment
[a, b] ⊂ I.� Soit f : I −→ R+, on dit que f est intégrable sur Isi et seulement si {∫

[a,b]

f tel que [a, b] ⊂ I

} est majoré, on pose alors ∫
I

f = sup
[a,b]⊂I

∫

[a,b]

f� Soit f : I −→ R, on dit que f est intégrable sur I si et seulement si f+ et f− est intégrable, onpose alors ∫
I

f =

∫

I

f+ −

∫

I

f−� Soit f : I −→ C, on dit que f est intégrable sur I si et seulement si Ref et Imf sont intégrables,on pose alors ∫
I

f =

∫

I

Ref + i

∫

I

Imf� Soit f : I −→ Rn ou Cn

t 7−→ (f1(t), · · · , fn(t)
, on dit que f est intégrable sur I si et seulement si fi etsont intégrables, on pose alors ∫

I

f = (

∫

I

f1, · · · ,

∫

I

fn)Proposition 6 Soit f : I −→ F réglée, on a les résultats suivants :� f intégrable sur I si et seulement si ‖f‖ intégrable sur I, dans 
e 
as ‖

∫

I

f‖ ≤

∫

I

‖f‖.� Si f est intégrable sur I et (Jn) une suite exhaustive de segments I, alors ∫
I

f = lim
n→+∞

∫

Jn

f .Théorème 20 Théorème de 
onvergen
e monotoneSoit (fn) une suite 
roissante (fn ≤ fn+1) de fon
tions réglées positives intégrables sur I qui
onverge simplement vers une fon
tion réglée f . Alors f est intégrable si et seulement si (∫
I

fn

)est majorée, dans 
e 
as, on a : lim
n→+∞

∫

I

fn =

∫

I

lim
n→+∞

fnThéorème 21 Théorème d'intégration terme à termeSoit ∑ fn une série de fon
tions réglées intégrables sur I qui 
onverge simplement. Alors f estintégrable si et seulement si ∑∫

I

‖fn‖ 
onverge, dans 
e 
as, on a :
‖

+∞
∑

n=0

∫

I

fn‖ ≤

+∞
∑

n=0

∫

I

‖fn‖ ,

+∞
∑

n=0

∫

I

fn =

+∞
∑

n=0

∫

I

fnThéorème 22 Théorème de 
onvergen
e dominéeSoit (fn) une suite de fon
tions réglées intégrables sur I qui 
onverge simplement vers une fon
tionréglée f . Si ∃ϕ réglée positive et intégrable sur I telle que ‖fn‖ ≤ ϕ, ∀n ∈ N, alors f est intégrableave
 : lim
n→+∞

∫

I

fn =

∫

I

lim
n→+∞

fn

Fin
À la prochaine
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