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Equations Différentielles
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Les Astuces & Les Classiques
Les Annales

Objectifs
e Résoudre les équations différentielles linéaires
* Résoudre les systemes différentielles linéaires
* Savoir étudier les équations différentielles non linéaires en utilisant
le théoreme de Cauchy-Lipschistz
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1. Théoreme de Cauchy-Lispchitz

Définition
Soit E un evn. Une équation différentielle dans E est une équation de type
y’(x)=f(x,y(x)) oty : IR -~ Eetf:IRxE > E

Exemples
e 2y’(x)+3y(x)=4, ici E=IR et y’(x)=(-3y(x)+4)/ 2, et f(x,y)=(-3y+4)/2
o 2xy’(x)+3y*(x)=4, ici E=IR et y’(x)=(-3y*(x)+4)/2x, et
f(x,y)=(-3y*+4)/2x
e 2xy”’(x)+3cos(x)y’(x)-sin(x)y=4 =>
y”’(x)=(-3cos(x)y’ (x)+sin(x)y+4) / 2x
¥ )=y’ (%)
Y(x)=[y(x) ]
ly’ ()]
Donc Y’(x)=[y’(x) 1=[0.y(x) + 1.y’ (x) +0 ]
[y”’(x) ] = [sin(x)/2x.y(x)-3cos(x)/2x.y’(x) +4/2x]

Donc Y’ (X)=A(x)Y(x) + B(X)

Ax)=[0 1 ]
[sin(x)/2x  -3cos(x)/2x]
B(x) =[0]
[4/2x]

Y’ (X)=AX)Y(x) + B(X) => Y’ (X)=£(Y,x)
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Définition
Soit E un evn. Une équation différentielle de type y’(x)=f(x,y(x)) est dite
linéaire ssi f est linéaire par rapport a la variable y

Démo
y solution générale de E : y’(x)=f(x,y)+b
yp solution générale de E : y»’(x)=f(x,ys)+b
Y’ (X)-yr’ (X)=t(x,y)- f(x,yp) = £(x,y -yr) => y-y» solution de E
y-yr =yu solution de EH =>y -yp + yu
S=yp + Su

Rappel
Sous espace affine = origine + sev




Définition

Si f localement lipschitzienne par rapport a y en (Xo,Yo) signifie que il

existe un voisinage de (Xo,Yo) de la forme K=]xq-e+ xo+ €[ x B(y0,6) tq
Gy )-f(,y2)ll < K [lyi-y2[| qlq soit (X,y1), (x,y2) in K

Définition

Solution du probleme de Cauchy est tout couple (I,y) ou I intervalle
contenante xo ety : I — E vérifiant y’(x)=f(x,y(x)) et y(X0)=Yo

La solution (I,y) est dite maximale, quand on ne peut pas trouver un
intervalle J plus grand que I tq y définie sur J et y vérifie y’(x)=f(x,y(x))
et y(Xo)=Yo

Définition
On appelle systéeme fondamental d’une equa diff linéaire E toute famille
finie yi, ...yn de solutions de Ey qui forme une base de Ey
Dans ce cas : toute solution générale yyde I’équation homogeme EH va
s’écrire

yu(X)=Ay1 (x) + ...t Anyn (X)




Astuce

Pour résoudre une équation différentielle linéaire
étape 1 : trouver dimension de Sy,

- étape 2 : poser dim Sy=n et trouver une famille de n solutions

particuliéres yi, ...y, de EH
étape 3 : utiliser le wronskien de pour vérifier que la famille y, ...y,
est libre de cardinal =n=dim, donc base
étape 4 : Conclure que yu(x)=A1y:1 (X) + ...+ Aya (X)
étape 5 : Conclure que yp(X)=A1(x)y:1 (X) + ...+ A(X)yn(X)
On trouve les A;(x) avec les formules de Lagrange obtenues en
injectant la formule yp(x)=A:1(x)y:1 (X) + ...+ A(X)yn(x) dans E
étape 6 : Conclure que y(x)=yp(x) + yu(x)

Définition
Si y1, ...y» est une famille de n solutions particulieres de EH, son
wronskien au point X, est le déterminant

w(Xo)=det(y1(Xo), ...Yn (X0))

NB : (y1(Xo), ...¥n (X)) est une matrice carrée de taille n ou n=dim Ey




2. Equation différentielle d’ordre 1

Forme

a, b et c des fonctions continues de IR vers E par rapport a x
(E) : a(x)y’(x)+b(x)y(x)=c(x)

(EH) : a(x)y’ (x)+b(x)y(x)=0

Théoreme
Sur tout intervalle I ou a(x) # 0
e dim Sy=1

 Systéme fondamental : yl(X)Ze'f b(ty/a(t) dt

* Solution générale de EH : yu(x)=Ayi(X)
 Solution particuliéere de E : yp(x)=A(x)y1(x) tq

A (x) =c(x)/a(x)y1(x)
* Solution générale de E : y(x)=yu(x) + yp(x)

Démo

(E) : y’(x)=-b(x)/a(x)y(x)+c(x)/a(x)=f(x,y)+c(x)/a(x) ou
£(x,y)=-b(x)/a(x).y(x)

EH : y’(x)=-b(x)/a(x)y(x)

Posons ¢ : EH — IR tq ¢(y)=y(xo)

¢ linéaire car (ay:+By2)=(ay1tBy2)(Xo)=ay1(x0)+By2(x0)=a ¢ (y1)+B¢ (v2)
D’autre part ¢ € EH <=> y’=f(x,y) ou f(x,y)=-b(x)/a(x).y(x) est continue
par rapport a x car a, b et c continues par rapport a x et a(x) # 0
f(x,y)=-b(x)/a(x).y(x)=K.y est de classe C' par rapport a 'y

Selon Thm de Cauchy-Lipschitz, V¥ y, € IR il existe une seule solution y
de y’(x)=f(x,y(x)) et :

Or y’(x)=f(x,y(x)) <=> y in SH et JiEOEYoR=00)=I

Autrement dit: Vy, € IR, 3!y € SHtq o(y)=yo

Donc ¢ bijective de SH vers IR, en particulier dim SH =dim IR=1

Ainsi le systeme fondamental sera{y:} ou y; solution particuliere de SH tq
3 x0 € IR tq w(Xo) Z 0

Ici EH : y’(x)=-b(x)/a(x)y(x) => y’(t) / y(t) =-b(t)/a(t)=>In y =- f b(t)/a(t) dt

- yi(%)= e-fb(t)/a(t) dt

D’autre part : Ici det(yi(Xo))= y1(Xo) #0, donc il s’agit bien d’un systéme
fondamental



2. Equation différentielle d’ordre 2

Forme

a, b et c des fonctions continues de IR vers E par rapport a x
(E) : a(¥)y” (x)+b(x)y’(x)+c(x) y(x)=d(x)

(EH) : a(x)y” (x)*+b(x)y’ (x)*+c(x) y(x)=0

Théoreme 1
Sur tout intervalle I ou a(x) # 0

e dim Sy=2

e Systeme fondamental : {y1,y»}

e Solution générale de EH : yu(X)=A1y1(X)+A2y2(x)

e Solution particuliere de E : yp(x)=A1(X)y1(X) +A2(X)y2(X)
tq A’ (X)yi(x) +A2’(x)y2(x)=0

A (Y1’ (x) +A2’y2 (X)=d(x) / a(x)

* Solution générale de E : y(x)=yu(X) *+ y»(x)

Démo
(EH) : y” (0)=[-bx)/a()ly’ (x)-[c(x)/a(x)ly(x)
On pose Y(x)=[y(x) ], donc Y’(x)=A(x)Y(x) (déja vu)
ly’(x)]

A(x)=[0 1 ]

[-c(x)/a(x) -b(x)/a(x) ]
Ainsi (EH) <=> (EH’) : Y’(X)=A(X)Y(x)
Le probleme de Cauchy Y’ (X)=A(x).Y(x)

Y (x0)=Yo=(y1,y2) cad y(x)= y1ety’(X)= y2

admet une solution unique car la fct f(x,Y)=A(x)Y(x) est continue par
rapport a x et de classe C' par rapporta’Y

Comme précédemment, ¢ : SH — IR? définie par ¢(Y)=Y, est bijective de
SH vers IR?, en particulier dim SH =dim IR*=2
Solution particuliere de E : yp(X)=A1(X)y1(X) +A2(X)y2(x), donc
E<=>FE :Y'x)=AX)Y(x) +B(x) tg B(x)=[ 0 ]
[d(x)/a(x) ]
le systeme fondamental de EH’ est Y;=[y; ] et Y,=[y> ]

[y’1] [y’]
Une solution particuliere de E’ est Yp(x)=A1(X)Y1(X) +A2(X)Y2(X)



Théoréme 2 : cas de coefficients constants
Si (E) : ay”(x)+by’ (x)+cy(x)=d(x), dim Sy=2
On considére 1’équation caractéristique : (*) ar*+br+c=0 et A=b*-4ac
« A#0: Systéme fondamental : {y;(x)=e™*, y,(x)=€"**} olir; et 1,
solutions de (*)
« A=0:Systeme fondamental : {yi(x)=e"*, y.(x)=x.e"*} ou rsolution
double de (*)

Demo
étape 1:

vérifier que r solution simple de (*) alors y(x)= e"* solution de (EH)

y’(X)=re"*, y”’(x)=r’e"*. ay”(x)+by’(x)+cy(x)=(ar*+br+c)e"*=0

vérifier que r solution double de (*) alors x.e"* solution de (EH)
étape 2 :

vérifier que le wronskien w(x)=det(Y, Y,) # 0

En effet det(Y, Y,) =det [yi(x) yaAx)]#0

ly’x)  y2’(X)]
pour x=0, et {y(x)=e™"*, y)(x)=e"**}
w(0)=det[1 1]=rr#0
[ 12



Théoréme 2 : cas général (Classique CNC)

 on cherche y;(x) sous la forme y;(x) =2.a,x" série entiére solution de
EH

 on cherche y,(x) sous la forme y»(x) = A(X)y1(x)

* on trouver A(x) en injectant I’expression y»(x) = A(X)yi1(x) dans EH

-1y Y, SRV
of Ny

Astuce 1

Pour trouver y;(x) sous la forme y;(x) =2.a,x" série entiére solution de EH
* on injecte sur relation dans EH
 on effectue un changement d’indice pour ramener toutes les
puissance a une méme puissance
 par identification on trouve une relation entre les a,, a,+ et parfois
dn-+2
* on en déduit a, en fonction de n, puis y;(x) en fonction de x

Astuce 2

pour trouver y»(X) sous la forme y,(x) = A(x)y1(x)
on injecte I’expression y»(x) = A(x)yi(x) dans EH
on trouve la relation (2ay;’+by;) A’+ay; A”=0
il s’agit d’une eq diff d’ordre 1, d’inconnue A’




3. Systeme différentiel a coefficient cte

Forme générale
* (B):Y’(x)=AX)Y(x)+B(x)
* (EH): Y’(xX)=AX)Y(x)
e x € IR, Y(x) € IR" (colonne), B(x) € IR" et A(x)€ M,(IR)

Théoreme 1
dim SH=n

Demo
¢ : SH - IR"tq o(Y)=Y(xo) est bijective

Théoreme 2 : Cas ou A(x)=A (ne dépend de x)
Y’ (x)=A.Y(x) <=> Y(x)=e**. Y(0)

Demo

NB : (e”)=A. e®=¢e" A

(™ Y(x))’'=-e™ A. Y(X)+ e™. Y’ (x)=-e™ A. Y(X)+ e™* . AY (x)=0
e Y(x)=cte=Y(0) => Y(x)=e**. Y(0)

Astuce 1

Y=AX <=>Y=A\,Ci+ ...+ \,C, ou Cy sont les colonnes de A
Autrement dit Y=AX <=>Y combinaison linéaires des colonnes de A
ou les Ay sont les coefficients de la colonne X




Théoréme 3 : Cas ou A(x)=A (ne dépend de x)
 Systéme fondamental {Y1, ...., Y.} les colonnes de e**
e Solution générale de EH : Yu(x) =AM Y1(X)+ ...+ A, Ya(X)
 Solution particuliere de E : Yp(x) =A(X)Y1(X)+ ....4+A (X)Yn(X)

Demo

Y € SH =>Y(x)=e**. Y(0)

=>Y(x) combinaison linéaire des n colonnes de e**

=> n colonnes de e** forment une famille génératrice de SH, de
cardinal=n=dim SH

=> les n colonnes de e** forment une base de SH

=> les n colonnes de e** systéme fondamental de SH

Astuce 2

On trouve les Ay(x) avec la formule e**.Z’ (x)= B(x) ou les coefficient de
Z(x) sont Ay(X), ..., Ay (X)

Demo

{Y4, ...., Y.} les colonnes de e**

Yr(x) =M(X)Y1(X)+ ... 4N (X)Ya(x) <=> Yp(x) =e**.Z ou les coefficient de
Z sont A(X), ..., Ay (X)

(Ye(X)) =(€2.Z)’ => A Yp+ B= AehZ+ e 7' =>¢ 7' =B

Astuce 3
Pour calculer e* = ¥n=0 0 A"/ n !
Cas 1 : A nilpotente, la somme devient une somme finie
- Cas 2 : A=diag(a,b,....), alors e* =diag(e? e", ..., )
- Cas 3 : A diagonalisable, A=PDP", alors e* =Pe"P"
car A"=(PDP")"= PD"P"!
Cas 4 : cas gle, on utilise la décomposition de Dunford, A=D+N tq

D diagonalisable, N nilpotente avec DN=ND, dans ce cas
eA=aP*N=gD oN

Astuce 4
Quand A=PDP"' est diagonalisable, alors
Y’ (x)=AY(x)<=> Y’=PDP'Y <=> P'Y’=DP"'Y <=> 7’=DZ ol
Z=P'Y
- Z(x)=e*.Z(0)
X=PY




4. Equations différentielles a coefficient cte

Forme :
(E) : a,y™+a,,y"P+....+agy=b(x)

Théoréme 1
e (E)<=>(E’):Y’(x)=A.YX)+B(x)
* dim SH=n
 Systéme fondamental : les colonnes de e**

Demo
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Astuce
Pour résoudre (E) : a,y™+a,y™"+....+a5y=b(x)
* onpose Y(x)=[y(x) |
ly’x) |
[ ]
[y™ ()]
e onrésout Y’(x)=A. Y(x)+B(x) (voir image ci dessous)
* on en déduit Y(x), puis y(x)




Classique Concours (CNC 2013)
Pour résoudre (E) : a,y®™+a,y"P+....+a5y=b(x),
on considére le polyndme caractéristique P(x)= a,x"+a, x""'+....+a,
- on cherche ses racines 1y et leur multiplicités o
on montrer que systémes fondamental est (x'e™*) tq j<o

Exemple
* (E) y+y®-y’-y=0
¢ P(X)=x’+x’-x-1=(x-1)*(x+1)
 racines : 1 de multiplicité 2 et -1 de multiplicité 1
» systeme fondamental : e*, xe*, ™

Classique Concours (CNC 2013)
Pour résoudre (E) : a,y™+a,y™"+....+a5y=b(x),
on considére le polyndme caractéristique P(x)= a,x"+a, ;X" "'+....+a,
on cherche ses racines ry et leur multiplicités o
- Si les racines sont toutes simples, alors
on montrer que systéemes fondamental est (e

k. X)

Exemple
* (E)y®-y=0
o P(x)=x*-1=(x*-1)(x*+1)=(x-1)(x+1)(x-i)(x+i)
* racines simples : 1,-1, i et -i
- systeme fondamental : e*, e*, e

ix -ix

, €



5. Systeme différentiel a coefficient cte

Forme génerale
* (B):Y’(x)=AX)Y(x)+B(x)
* (EH) : Y’(x)=AX)Y(x)
* x € IR, Y(x) € IR" (colonne), B(x) € IR" et A(x)€ M,(IR)

Théoreme 1
dim SH=n

Théoreme 2 : Formules de Liouville-Duhamel

On prend F(x) = fA(t)dt une primitive de la matrice A(t), dans ce cas
¢ Yu(x)=e"™.Y(0)
* Systeme fondamental {Y3, ...., Y.} les colonnes de e
e Solution générale de EH : Yu(x) =AY 1(X)+ ....+A; Yu(x)
 Solution particuliere de E : Yp(x) =M(X)Y1(X)+ ...+ A (X)Ya(X)
* On trouve les A(x) avec la formule e**.Z’ (x)= B(x) ou les
coefficient de Z(x) sont Ai(X), ..., Au(X)

F(x)

Astuce 1
I’intégrale d’une matrice est la matrice formée par les intégrales de ces
coefficients

Autrement dit fA(t)dt = f(aij (0)sdt = (Jaij(t)dt);

Astuce 2
si A(x)=A ne dépend pas de x, alors sa primitive est F(x)=x.A
Ce qui justifie ce qui a été déja fait

Astuce 3
si A(x) dépend pas de x est diagonalisable, A(x)=P.D(x)P™" avec P=cte ne
dépend de x
Y’ (x)=AX)Y(x) <=> Y’(x)=PD(x)P'Y <=> P'Y’=D(x)P'Y
<=> (P'Y)=D®X)(P'Y) <=> Z’(x)=D(X)Z(x) ou Z(x)= P"'Y(x)
- Z(x)=e"™.Z(0) ou F(x)= primitive de D(x) facile a calculer
Y (x)=PZ(x)




6. Equations différentielles a coefficient glq

Forme :

(E) : au(X)y™+a,1(x)y"D+. ... +a¢(x)y=b(x)

Théoreme 1
e (BE)<==(E):Y’(xX)=AX).Y(x)+B(x)
e dim SH=n
 Systéme fondamental: les colonnes de e"™ ou F(x) primitive de A(x)

7. Equations différentielles non linéaires

Détails sur Fiche de cours et faire des exercices du 100 % Classique




