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Classique ) : Fonction Gamma d'Euler

On pose F(X)=fo+°° t*'et dt

Montrer que I'(x) est bien définie pour tout x>0
Montrer que I'(x+1)=x.T'(x) pour tout x>0

En déduire I'(n)=(n-1) ! Pour tout neIN"
Calculer 1'(1/2)

Indication : Intégrale de Gauss

. En déduire I'(n+1/2) Pour tout ne IN

. Monter que T est de classe C* sur ]0, +oo[

7. Donner I' ™(x) pour tout x>0 et neIN"
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Solution
1. pour x>0, fixé
t — t“'e*est continue sur ]0, +oo[
Pourt — 0 : t*'e'~t*! =1/t avec a=1-x < 1, donc il s’agit
d’une intégrale de Riemann au voisinage de 0, de parametre
a=1-x < 1, donc converge
Pourt — +oo: t*'e* “o(1/t*), donc ....

2. T(x+1)=[o" t'e™ dt.
Posons u’=e", donc u=-e* et v=t*, donc v’=x.t*!
T(x+1)=[o"™ te" dt = lim A ... [-t€* 1™ + x[o"™ e dt=xT(x)
3. Par récurrence avec I'(n+1)=n.I"(n)
4. T'(1/2)= f o e/ t"* dt, on pose u= t"*, donc t=u’ et dt=2u.du
T(1/2)=[0™ e/t dt = [o™ (™ / u)2u.du =2[¢™ " du=n""
5. [(n+1/2)=T(n-1/2 +1)=(n-1/2)['(n-1/2)=(2n-1)/2 . T(n-1/2)
[(n-1/2)=(2n-3)/2 . T(n-3/2)

[(3/2)=T(1+1/2)=1/2. T(1/2) =1/2. ©”
['(n+1/2) =[(2n-1)(2n-3) .... 1]/ 2" ©'?
'(n+1/2) =[(2n)(2n-1)(20-2)(20-3) .... 2.1]/ [(2n).2". n*"




Classique 2: Transformée de Laplace
Soit f une fct causale : f continue tq 3 M>0, tq |[f(t)|[< M.e™ sur [0,+oo[
On pose Lf(X)=fo+°° f(t) e™ dt
1. Montrer que Lf(x) est bien définie pour tout x>0
2. Montrer que Lf(x) est continue sur [0,+oo[
3. Montrer que Lf(x) est classe C' sur [0,+0o[
Avec (Lf)’(x) =L(t.f) (x)
4. En déduire que Lf(x) est classe C* sur [0,+oo[
Avec (LH)”(x) = L(t".f)(x)
5. On suppose de plus que f est de classe C'et que f’ causale
Montrer que L(f’)(x) = -f(0) + x. Lf(x)

Solution

1. Pour x fixé, t —» f(t) e™ continue
[f(t) e™ | < g(t)=M.e" car e™ <1
or g intégrable sur [0,+o[, donc d’apres 1’un des théoremes
généraux du cours des intégrales a parametre L(f)(x) est bien
définie

2. Pour x>0 fixé, t —» f(t) e™ continue
Pour t>0 fixé x : - f(t) e™ continue
f(t) e™ | < g(t)=M.e" car e™ <1
or g intégrable sur [0,+oo[, donc d’apres 1’un des théoremes
généraux du cours des intégrales a parametre, I’application
x — Lf(x) est continue sur [0,+oo[

3. Pour x>0 fixé, t —» f(t) e™ continue
Pour t>0 fixé x - f(t) e™ de classe C'
0 (f(t) e™) / 0x | = |-t f(t) e™ | < te™ =g(t) = o(1/t%)
Ainsi g intégrable sur [0,+oo[, donc d’apres le théoreme de
dérivation sous le signe intégrale, on conclut que
x — Lf(x) est de classe C'sur [0,+oo[, avec

(LE)’(x) =0 [o™ f(t) e™ dt /dx =[o" d (f(t) ™)/ Ox dt
= [ tf(t) e™dt




4. Avec (L)' (x)=[(LF)’ T x)=[L({tH]’(x) = L(EDH(x)
5. L(E)X)=fo™ £2(t) e™ dt = Im 4 . .o £7(t) €™ dt
IPP: v’ =f’ et v= ™, donc u=f et v’=-x e™
o £2(0) e dt = [f()e™ ] o™ + x [o* f(t) ™ dt
=f(A)e™® — £(0) + x[o" £2(t) e™ dt
Or [f(A)| < e™, donc |f(A)e™ | <e™A , 0quand A > +o
Ainsi L(f’)(x) = -f(0) + x. Lf(x)



Classique 3 : Calul de I'lntégrale de Gauss
1. Montrer que I = fo+°° exp(-t°) dt converge
On pose f(x,t) = exp(-x(1+t2)) / (1+t) et F(x) =[o" f(x,t) dt
Montrer que F(x) est bien définie pour tout x€ IR
Montrer que F est de classe C' sur IR
Donner F’(x) pour tout x€ IR
On pose G(x) =[o* exp(-t)) dt
Justifier que F est de classe C' sur IR et donner G’(x)
Montrer que la dérivée de F(x*) + G(x)* est nulle
En déduire que F(x*) + G(x)* = /4
Montrer que lim F(x) =0 quand x — +00
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En déduire que I = 1"%/2

10. Bonus

1. Rappeler la densité d’une loi normale centrée réduite
2. Montrer que son espérance vaut 0

3. Montrer que sa variance vaut 1

Solution

1. car au voisinage de +00 exp(-t)=o(1/t%)

2. pour tout X€ IR (fixé), on a
t - f(x,t) est continue sur [0,1] et fol f(x,t) dt converge en
tant qu’intégrale d’une fct continue sur un segment

3. pour tout X€ IR (fixé), on a
t - f(x,t) est continue sur [0,1] et fol f(x,t) dt converge en
tant qu’intégrale d’une fct continue sur un segment

4. pour tout t€ [0,1] (fixé), on a
x — f(x,t) est classe C' sur IR en tant que composée de fct
usuelles de classe C' sur IR avec
0 f(x,t) / 0x | =exp(-x(1+t*) < 1 avec la fct cte=1 intégrable
sur le segment [0,1]
D’apres le thm de dérivation sous le signe intégral, on

conclut que x — F(x) :fol f(x,t) dt est de classe C1 sur IR




5. F’(x)=0/0% (Jo'f(x,t) d)=[o" 0 f(x,t)/0x dt=-[o"exp(-x(1+t?))dt

6.

10.

G(x) =fo" exp(-t*) dt est de classe C' sur IR en tant que

primitive de la fct continue t - exp(-t*)

Avec G’ (x)=exp(-x?)

[F(x°) + G(x)° ]’ = 2x.F’(x°) + 2G’(x)G(x)
= -2x/, o exp(-x2(1+t2))dt + 2exp(-x?) Jo"exp(- 2)dt
=-2exp(-x)[ [o'exp(-x*t?) dt - [o*exp(- t*)dt ](u=xt dans le 1%
=-2exp(-x)[fo"exp(-u?) dt - [o"exp(- )dt ] =0

. pour x=0 : F(0) + G(0)? =[o" 1/ (1+t?) dt = /4

Pour x fixé, t - f(x,t) est continue sur [0,1] en tant que
composée de fct usuelles continues sur [0,1] avec

pour tout t€ [0,1] (fixé), on a lim f(x,t) =0 quand x —» +00
Et [f(x,t) | <1 avec la fct cte=1 intégrable sur le segment
[0,1]

D’apres le thm de passage a la limite sous le signe intégral,
on conclut que

lim F(x)=lim [o" f(x,t) dt = lim [o" f(x,t) dt =0 quand x — +00

.Ona F(x%) + G(x)* = /4

Avec lim F(x°) =0, lim G(x)=1 quand quand x — +00
Donc I’ =1/4 , d’ou I = n'?/4
Soon



