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Résunmé de Cours

Couples et suites de VAR discretes

I Couple de VAR discretes

Dans toute cette partie X et Y désigneront deux VAR discretes définies sur un méme espace probabilisé
(Q,A,P).

On notera X () = {z;/i € I} et Y(Q) ={y,/j € J} ou I et J désignent N, Z ou une de leurs parties
finies.

1 Loi d’un couple

Définition 1
On appelle couple de VAR . discréte et on note (X,Y) toute application de Q dans R? définie par
(X,Y)(w) = (X(w),Y(w)).

Définition 2
On appelle loi du couple de VAR discrétes (X,Y), ou encore loi conjointe des variables
aléatoires X et Y, 'ensemble des couples ((z;,y;),p; ;) ou

z; € X(Q), 3 €Y (), pi;=P(X =z|n[Y =y,

2 Lois marginales

Définition 3
Soit (X, Y') un couple de VAR discretes. La loi de X est appelé la premiére loi marginale du couple
(X,Y) et laloi de Y est appelée la deuxiéme loi marginale du couple (X,Y).

Lorsque 'on connait la loi du couple (X,Y’) on peut en déduire la loi de X et la loi de Y gréace a la
formule des probabilités totales :

Propriété 1
Soit (X,Y’) un couple de VAR discrétes. Alors on a :

Viel, P(X=uz]) =) P(X=x]n[Y =y

jed

vied, P(Y =y =) P(X=a]n]Y =y))

el

Remarque :
Ce qu’il est important de retenir ici, ¢’est que lorsqu’on a la loi d’un couple pour obtenir la loi de X (ou
celle de V) il suffit de se servir de la formule des probabilités totales avec le systéeme complet d’événements

(Y = y])jes (ou ([X = z])ier )
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8 Lois conditionnelles

Définition 4

Soit (X,Y’) un couple de VAR discretes et soit y € Y (€2) tel que P(Y =y) # 0.

On appelle loi conditionnelle a [Y = y] de X 'ensemble des couples (x;, Py—y (X = ;)) pouri € I.
On définit de méme pour z € X (Q2) la loi conditionnelle a [X = z] de Y.

Il est important de bien savoir jongler entre loi du couple, loi marginale et loi conditionnelle. 11 s’agit
uniquement d’appliquer la définition des probabilités conditionnelles ou alors d’appliquer la formule des
probabilités totales mais voici tout de méme une propriété générale qui reprend tout cela.

Propriété 2
Soit (X,Y) un couple de VAR discretes. Pour tout (7,75) € I x J tels que P(X = ;) # 0 et P(Y =

y;) #0on a :
e Loi conditionnelle a partir de la loi du couple :

PX =] N[y = y])

Pix=a) (Y = y5) = BIX =0
Py (X =) = 2K ;(@2 g)z ;)

e Loi du couple a partir de la loi conditionnelle :
PX = 2] N [Y = y)) = POX = 2) Py (Y = 3y)
P(X =] 0[Y = y]) = P(Y = y;) Py=y; (X = )

e Lois marginales a partir de la loi du couple :

=) P(X=z]nY =y)

jeJ
= S PIX =Ny =)

e Lois marginales a partir des lois conditionnelles :

ZP Py~ y,ﬂ(X = z;)

jeJ

P(Y =y;) ZP Pix= wi](Y = y;)

el

IT Indépendance de VAR discretes

1  Deux variables

Définition 5
On dit que deux VAR discretes X et Y sont indépendantes si :

V(z,y) € X(Q) xY(Q), P(X=z|n[Y =y]) = P(X =2)P(Y =y)
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Propriété 3
Si X et Y sont indépendantes on a aussi P([X < z]N[Y <y]) =P(X <z) x P(Y <)

Propriété 4
Si X et Y sont deux VAR indépendante et si f et g sont deux fonctions numériques définies respecti-
vement sur X () et Y () alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

2  n wvariables

Définition 6
Soient Xi,...,X,, n VAR discretes. On dit que les variables Xi,..., X, sont mutuellement

indépendantes (ou tout simplement indépendantes) lorsque
pour tout (z1,...,2,) € X1(2) x -+ x X,,(2) :

P([Xi=zn---N[X,=1,])=P(Xi=121) x -+ x P(X,, = x,)

Propriété 5

Soient X, -+, X, n VAR discrétes mutuellement indépendantes et soit p € {2,...,n — 1}. Alors toute
variable aléatoire fonction des variables Xy, - - - , X, est indépendante de toute variable aléatoire fonction
des variables X,1,---, X,,.

Exemple 6:

Si X1, Xo, X3, Xy, X5 sont 5 VAR discrétes mutuellement indépendantes alors les variables X + 2X3
et Xy — X5 sont indépendantes.

3 Une suite de variables

Définition 7
On dit que la suite de VAR discrete (X,,)n,en est une suite de variables aléatoires mutuelle-
ment indépendantes si pour tout n € N les variables aléatoires Xj,---, X,, sont mutuellement
indépendantes.

IIT Fonction de deux VAR discretes

Dans cette partie g désigne une fonction de R? dans R définie au moins sur X (Q) x Y (£2).
On considere alors la variable aléatoire Z = g(X,Y)

1 Loi de probabilité de Z

L’ensemble des valeurs prises par Z sont les g(z;,y;) avec (i,7) € I x J. Mais il se peut que certaines
des valeurs des g(x;,y;) solent égales.
On note alors Z(Q2) = {zx/k € K}.

Propriété 6
Soit Z = g(X,Y). Alors on a :
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2 Espérance

Si on a calculé la loi de Z = g(X,Y) alors on peut calculer 'espérance de fagon classique mais si on
n’a pas déterminé clairement la loi de Z alors le théoreme suivant peut aider...

Théoréme 1
Théoreme de Transfert

E(g(X,Y)) = Y. gy P(X=an[Y =y)

(z,y)eX ()XY (Q2)

Remarque :
Il faut donc connaitre la loi du couple (X, Y’) pour utiliser ce théoréme.

8 Produit de VAR discrétes

Propriété 7

e B(XY) = > ayP(X =2]n[Y =y))
(@,9)EX (Q)XY ()
e Si X et Y sont indépendantes alors E(XY) = E(X)E(Y)

Attention Ia réciproque a la deuxieme phrase est fausse.
Ce n’est pas parce que E(XY) = E(X)E(Y) que les VAR sont indépendantes.

4 Covariance et coefficient de corrélation linéaire

Définition 8
Soient X et Y deux VAR discretes admettant une espérance. On appelle covariance de X et de Y
le nombre réel cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))], sl existe.

Théoréme 2
Si X et Y admettent un moment d’ordre 2 alors la covariance de X et de Y existe et on a

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

C’est ce théoreme que 1'on utilisera le plus souvent pour calculer la covariance.

Remarque :
cov(Y, X) =cov(X,Y) et on a aussi cov(X, X) = V(X).

Corollaire 1
Si X et Y sont indépendantes alors cov(X,Y) = 0.

Attention ce n’est pas parce que cov(X,Y) =0 que X et Y sont nécessairement indépendantes. Par
contre si cov(X,Y) # 0, on peut affirmer que X et Y ne sont pas indépendantes.

Définition 9
Si X et Y sont deux variables aléatoires telles que cov(X,Y) = 0, on dit que les variables sont non
corrélées.

Remarque :
Deux VAR indépendantes sont non corrélées mais la réciproque est en générale fausse.
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Propriété 8
Soient X, X', Y et Y’ quatre VAR discretes admettant des moment d’ordre 2 et a, b deux réels. On a

cov(aX 4+ bX",Y) = acov(X,Y) + beov(X",Y)

cov(X,aY +bY") = acov(X,Y) + beov(X,Y")

Il est important de penser a ce résultat pour simplifier les calculs de covariance qui peuvent parfois
étre pénibles.

Définition 10
Soient X et Y deux VAR discrétes d’écart type non nul. On appelle coefficient de corrélation
linéaire de X et Y le réel :

cov(X,Y)

PEY) = )

Interprétation :

Ce nombre est un réel compris entre —1 et 1 qui compare les similarités entre les lois de X et de Y.

Il est égal a 1 dans le cas ou I'une des variables est fonction affine croissante de 'autre variable et il
est égal a —1 dans le cas ou la fonction affine est décroissante.

Les valeurs intermédiaires renseignent sur le degré de dépendance linéaire entre les deux variables. Plus
le coefficient est proche des valeurs extrémes -1 et 1, plus la corrélation entre les variables est forte; on
emploie simplement ’expression < fortement corrélées > pour qualifier les deux variables.

Une corrélation égale a 0 signifie que les variables sont linéairement indépendantes.

IV  Somme de VAR discretes

1 Linéarité de l’espérance

Théoreme 3
Soit X et Y deux VAR discretes et a, b deux réels. Alors

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)

Théoreme 4
Soient Xi,---, X, n VAR discretes admettant toutes une espérance. Alors la variable X; +--- 4+ X,
admet une espérance et

EXi+-+X,)= zn:E(Xz)
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2 Variance

Théoréme 5
e V(X +Y)=V(X)+V(Y)+ 2cov(X,Y)
e Si X et Y sont indépendantes V(X +Y) =V (X)+ V(Y).

Théoreme 6
e Soient Xi,---,X, des VAR discretes admettant toutes un moment d’ordre 2. Alors la variable
X1+ -+ X,, admet une variance et

V(Xi+--+ X, = iV(Xi) + 2 Z cov(X;, X;)

1<i<j<n

e Siles Xy, .-, X, sont mutuellement indépendantes :

V(Xi+-+X,) = zn:V(XZ-)

Il est tres important de bien connaitre ces deux théoremes.

3 Somme de VAR indépendantes suivant une loi binomiale ou une loi de Poisson

Théoreme 7

e Si X et Y sont deux VAR indépendantes suivant des lois binomiales de parametres respectifs (n, p)
et (m,p) alors X + Y suit une loi binomiale de parametre (n + m, p).

e Si X1, , X sont £ VAR mutuellement indépendantes suivant des lois binomiales de parametres
respectifs (nq,p), -, (ng, p) alors la variable aléatoire X+ - -+ X} suit une loi binomiale de parametre

(2)

Théoreme 8
e Si X et Y sont deux VAR indépendantes suivant des lois de Poisson de parametres respectifs \ et
i alors X + Y suit une loi de Poisson de parametre A\ + p.

e Si X, -+ X} sont k VAR mutuellement indépendantes suivant des lois de Poisson de parametres
k
respectifs Ay, - -+, \; alors la variable aléatoire X +- - -4+ X}, suit une loi de Poisson de parametre Z)‘i'

i=1
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