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Séries numérigues

Résumé de Cours

Blague du jour :

e Qu’est ce que crie un escargot sur le dos d’une tortue ?

Réponse : Yaaaaaaaaaaahooo0000000000000000000ouuuuuuuuuuuuuu ! !
e Que dit un hérisson qui se cogne un cactus ?

Réponse : maman !

e Quel est ’animal le plus heureux ?

Réponse : Le hiboux. Parce que sa femme s’appelle chouette.

Personnalité du jour Banach
Stefan Banach (1892 - 1945) est un mathématicien polonais. Pendant la guerre, il
est réformé, travaille & la construction de routes et suit & I’Université les lecons de
mathématiques. Avec Steinhaus, il fonda plusieurs revues mathématiques en Pologne.
Il est un des fondateurs de I'analyse fonctionnelle. Ses autres travaux touchent a
la théorie de la mesure de l'intégration, de la théorie des ensembles et des séries
orthogonales, il a notamment donné son nom aux espaces dits de Banach.
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1 Séries numeériques.

1.1 Convergence.

Définition 1 .
On appelle séries numérique (> x,) de terme général x,, réel ou complexe, la suite de terme
général S, = xg + ... + x,,, appelée somme partielle.

La séries converge si la suite des sommes partielles converge.
—+oo

La limite S s’appelle somme de la séries el se note Z T

n=0

La quantité R, = S — S, s’appelle reste de rang n.

Remarque 1
— CN de la convergence : Si une séries numérique converge, alors son terme général tend vers 0,

la réciproque n’est pas toujours vraie. Contre exemple : E —.
n

— CNS de la convergence : la série (Z Zn) converge si et seulement si la suite (Sy,) est de Cauchy.

n

Remarque 2 .
— L’ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel.

En particulier si deuz séries (Z Tn) et (Z Yn) Sont convergente, (Z(mn + yn)) est aussi

n n n
convergente avec

—+oo —+oo —+oo

n=0 n=0 n=0

— Une séries complexe de terme général z,, = x,, + iy, converge si et seulement si les Séries réelles
de terme général x.,, et y, convergent.
+oo 1
— La suite géométrique (> a™) converge si et seulement si |a] < 1, avec E a" =

n=0

1—a’

1.2 Convergence absolue.

Définition 2 .
On dit que la série (> xy,) converge absolument quand la série (3 |x,|) converge.

Théoréme 1 Inégalité triangulaire
Toute série (> xy) qui converge absolument est convergente avec

“+o0 “+o0
D wal <D fal
n=0 n=0

Remarque 3 .

converge sans

="

La réciproque de ce théoréme est en général fausse. La séries alterne E

converger absolument, on dit qu’elle est semi-convergente.
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Théoréme 2 .
Soit (Z xy,) et (Z yn) deux séries absolument convergentes, alors la séries de terme général z,

n n
défini par la relation
n
Zn = Zxkyn_k Produit de convolution de Cauchy
k=0
(on écrit en général (z,) = (x,) * (yn)) est absolument convergente, avec

5 () - (5 (5

1.3 Séries termes positifs : régles de convergence..

Dans tout ce paragraphe (sauf mention du contraire), les séries considérées x,, et yy,
sont termes positifs.

Régle 1 .

La séries ( g a:n) termes positifs est convergente si et seulement si la suite de ses sommes par-

n
tielles (S, = ka) est magore.
k=1

Régle 2 . régles de comparaison.
Si0 <, <y, PCR ou si x, = 0(y,) ou bien si x, = o(yy,), alors :

1) (Z yn> converge = (Z a:n> converge.

n n

2) <an> diverge —> <Zyn> diverge.

Régle 3 . régles de comparaison logarithmique.
Wn 41

On pose w,, = —. Si (wy,) est croissante, en particulier si lim
Yn n—+oo Wy

1) <Z yn> converge = <Z :vn> converge.
2) <Z :vn> diverge —> <Z yn> diverge.

<1, alors :

Reégle 4 . regle d’équivalence.
Si T, ~ Yn, alors
+oo

+oo +oo
1) (Z yn> converge = (Z a:n> converge, dans ce cas Z Ty ol Z Yn -
n n k=n k=n
n n
2) <Z yn> diverge —> <Z a:n) converge, dans ce cas an s kan
n n =0

k=0
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Régle 5 . régle de comparaison avec une intégrale.
Soit f: RT — R décroissante vers 0 l'infini, alors :

Z Jo | n) converge <= f est intégrable sur [0, +o0.
(

Remarque 4 .

. . 1 . )
1) séries de Riemann : < E —a> converge si et seulement st o 1.
n
n

1
2) séries de Bertrand : ( E ﬁ) converge si et seulement st o > 1
n®In"n
ou

a=1,8>1

n

Reégle 6 . régle de D’Alembert.

. Tn41
On cherche lim ==
n—-+oo Tn

1) Si lim Tntl 1, alors (Z svn) converge.

, et on distingue les cas suivants :

n—-+o0o T
n

2) Si ngrfm x;j > 1, alors (; :vn> diverge.

.. Tn+1 . .
3) Si lim ntl 1, on ne peut rien dire.
n—-+0o0o Tn

Reégle 7 . regle de Cauchy.
On cherche lim {/x,, et on distingue les cas suivants :

n—-+oo

1) Si lim /z, <1, alors <E xn> converge.
n—-+o0o
n

;i Yy, > 1, al n | di .
2) Si Lm > 1, alors <;x> werge

3) Si lim /x, =1, on ne peut rien dire.
n—-+0o0o

Reégle 8 . regle condensation de Cauchy.
Si (zy,) est suite décroissante, alors :

<Z a:n) diverge <= <Z 2"x2n> converge.

Remarque 5 .

1) Toutes les regles précédentes sont applicable pour les séries termes positifs, toute fois on peut
les appliquer dans le cas général, mais pour étudier la convergence absolue.

2) La régle suivante est applicable dans le cas général (méme complexe), et permet de ramener
létude d’une séries semi-convergente celle d’une séries absolument convergente.

Régle 9 . Transformation d’Abel.
Soit (zy,), (yn) deux suites complezxes, alors :

n n—1
Zxk(yk — Yk-1) = Z(xk = Tkt1)Yk + TnlYn — T1Y0
k=1 k=1
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Remarque 6 .

1) La transformation d’Abel est aussi connue sous le nom de sommation par parties, vu sa
ressemblance avec le principe d’intégration par parties.

2) Si(gy) est une suite réelle strictement décroissante vers 0 et (z,) une suite compleze, dont

n
la suite des sommes partielles S, = E 21 est borne, alors la séries < E snzn> est conver-

k=0 n

gente.

1.4 Séries alternées

Définition 3 .
On appelle série alternée toute série réelle dont le terme général change de signe donc de la forme
(=1)"z, 0w x, garde un signe constant.

Théoréme 3 Critére spécial de Leibniz pour les Séries alternes

Soit Z(—l)”xn une série alternée telle que |x,| décroit vers 0, alors la séries Z(—l)"a:n
converge. avec :

— R, est du méme signe que son premier terme (—1)" la, 4.

= [Ral < |24l

—+o0
— La somme Z(—l)"a:n est comprise entre les sommes partielles Say, et Soni1.
n=0

2 Séries dans un espace vectoriel normé

2.1 Convergence.

Définition 4 Soit (F, ||.||) un espace vectoriel normé et (x,) une suite d’éléments de E. On dit

n
que la série E x, converge si la suite des sommes partielles (S, = E xi) converge dans E, sa

k=0
—+o0

limite s’appelle somme de la série et se note g Tk, ainsi on a :
k=0

n —+oo
lim E :vk:E Th
n—-+4oo

k=0 k=0

Théoréme 4 Si (E,|.||) est un espace de Banach, alors an converge si et seulement si Sy,
est de Cauchy.

Remarque 7 Si (E,||.||) est un espace vectoriel normé et si g X, converge, alors 1121 xn = 0.
n—-+0o0

Définition 5 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et (x,,) une suite d’éléments de E. On dit
que la série an converge absolument si la série Z |z ]|

Théoréme 5 Si (E,||.||) est un espace de Banach et si an converge absolument, alors elle

converge, avec
+oo +oo
1D zall <D llanll
n=0 n=0
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Théoréme 6 Soit (E,||.||) est un espace de Banach.
1) Si an et an convergent, alors Z(xn + yn) converge, avec

+o0 +o00 +o0
Z(In +yn) = an +Zy"
n=0 n=0 n=0

2) Si an et an convergent absolument, alors Z(In + yn) converge absolument, avec

400 +o0 400
S e+ yall < 3 lwall + 3 llyal
n=0 n=0 n=0

3 Familles sommables

3.1 Ensembles dénombrables

‘ Définition 6 Un ensemble I est dit dénombrable, s’il existe une injection o : 7T — N. I

Remarque 8

— Un ensemble est dénombrable s’il est équipotent (en bijection) avec une partie de N ;
— Tout ensemble fini est dénombrable ;

— Toute partie d’un ensemble dénombrable est dénombrable ;

— La réunion finie ou dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrables ;

— Le produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

~ N, Z et Q sont dénombrables, mais Q et R ne sont pas dénombrables.

Proposition 1
— Tout ensemble dénombrable I peut étre muni d’une relation d’ordre totale.
— Tout ensemble dénombrable T admet une suite de partie I,, C T (dite exhaustive) , vérifiant la

1, C In+1

ropriété suivante oo
prop I=U I
n=1

Théoréme 7 SiZ est un ensemble dénombrable et (Z,,) un suite exhaustive de I, alors pour toute
partie finie J C L, il existe une partie Iy, tel que J C Tj.

3.2 Familles dénombrables a termes positifs

Dans toute cette partie, on considére Z un ensemble dénombrable et (zy)rez une famille dénombrable de
réels positifs.

Définition 7 On dit que (zk)rez est sommable si et seulement si AM > 0 tel que Z xp < M
keJ

pour toute partie finie J C L. On appelle alors somme de la famille (xg)kez, le réel noté Zxk

kel
E T = sup E Tk

et JCI fini =5

défini par
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Théoréme 8

— Si il existe une suite exhaustive (I,,)nen de T telle que la suite < Z $k> est magorée, alors
keZ, neN

la famille (x1)kez est sommable, avec E T = lim E Th
n—-+o0o
keT k€Ln

— Si la famille (vg)rer est sommable, alors pour suite evhaustive (Zp)nen de T la suite

E T est majorée, avecg T = lim E Th.
n—-+4oo
neN

keZ, kel kE€Ly

Proposition 2 Si les familles (zx)kez et (Yx)rez sont sommables, alors la famille (x + yx)kez

est sommable, avec Z(xk +yr) = Z Tk + Z Yk

keZ keT kel

3.3 Familles dénombrables a valeurs dans un espace vectoriel normé

Dans toute cette partie, on considére Z un ensemble dénombrable et (x)gez une famille dénombrable a
valeurs dans un espace vectoriel normé (F, |.||).

Définition 8 On dit que la famille (x1)kez est absolument sommable quand la famille (||zk||) ez
est sommable

Théoréme 9 Si (E,|.||) est un Banach et si (xi)rer est absolument sommable, alors pour suite

exhaustive (Z,)nen de Z, on a la suite Z a:k> est convergente, dont limite ne dépend pas
ke, neN
du choiz de la suite ezhaustive, on appelle somme de la famille (xy)pez, Uélément de E, noté

Zxk défini par Zxk = nEIJIrloo Z Tr.

kel kel kel,

Corollaire 1 Une suite (2, )nen @ valeurs dans un espace vectoriel normé (E,||.||) est absolument
sommable si et seulement si la série E T, converge absolument. Dans le cas ot E est un Banach,

—+oo
les sommes relatives aux deux notions sont identiques, i.e : E Ty = E Tn.
neN n=0

Corollaire 2
- Si (E,|.||) est un Banach et si (xi)rez €t (Yr)rez sont absolument sommables, alors pour tout
scalaire \, on a : (i +Ayk)rez est absolument sommable, avec Z(wk +Ayr) = Z Tp+A Z Yk
keZ keT keT
— Une famille dénombrable de réels (xy)rez est absolument sommable si et seulement si les fa-
milles (kaez et (x) )xez sont absolument sommables, dans ce cas Z T = Z af - Z T .

keT keT keT
— Une famille dénombrable de complexes (zx)rez est absolument sommable si et seulement si les

familles (Rezi)rez et (Imzy)kez sont absolument sommables,

dans ce cas : sz = ZRezk —l—iZImzk.

kel kel kel

3.4 Autres modes de sommation.

Définition 9 Une série d’un espace vectoriel normé E T, est dite commutativement conver-

gente si et seulement si la série de terme général (v,(n)) converge pour toute bijection, o : N —
N.
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Théoréme 10 Toute série absolument convergente a termes dans un espace de Banach est com-
mutalivement convergente.

Définition 10 Une famille (xp)rez d’un espace vectoriel normé est dite sommable par paquets
si et seulement si pour toute partition dénombrable (I,,)nes de I, les familles suivantes sont dé-

nombrables : (vk)kez, €t (Yn)neg O Yn = Z T}
k€T,

Théoréme 11 Toute famille (xi)rez sommable & termes dans un espace de Banach est sommable
par paquets, dans ce cas pour toute partition dénombrable (Z,)necs de L, on a :

S (X a)

keT neJ \ke€Z,

Théoréme 12 Si (2p,q)(p,q)en est une suite double absolument sommable a termes dans un espace
de Banach, alors les sommes suivantes existent et sont égales :

(p,q)ENXN p=0 \g=

—+o0 —+o0
= E Lp,q
=0 \p=0

4 Sommation dans un algébre normée.

Dans toute cette partie (A, ||.||) est une algébre normée de Banach.

Théoréme 13 Sia € A tel que ||al| < 1, alors Zak converge absolument, 14 — a est inversible

“+o0
avec (14 —a)t = Za"
n=0

‘ Corollaire 3 Soit E est un R ou C espace vectoriel et u € L (E), alors Sp(u) C B(0, |[|ull]).

Corollaire 4 On note par U 'ensemble des éléments inversibles de A, alors U est un ouvert et
Uapplication a — a~' est un homéomorphisme de U vers lui méme.

Théoréme 14 Si Zun et Zvn convergent absolument, alors la série de terme général w, =

+oo +oo +oo
Z upvy converge absolument, avec <Z un)> (Z vn)> = Z ( Z upvq>
n=0

pt+g=n n=0 n=0 \p+g=n

. L a"
Corollaire 5 Pour tout a € A, la série g — converge absolument, sa somme s’appelle expo-
n!
a-+b

nentielle de a et se note e®, on en particulier e =eel
Fin
A la prochaine

Page 8 /B


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://myismail.chez.com

	Séries numériques.
	Convergence.
	Convergence absolue.
	Séries termes positifs: règles de convergence..
	Séries alternées

	Séries dans un espace vectoriel normé 
	Convergence.

	Familles sommables
	Ensembles dénombrables
	Familles dénombrables à termes positifs
	Familles dénombrables à valeurs dans un espace vectoriel normé 
	Autres modes de sommation.

	Sommation dans un algèbre normée.

