
Blague du jour :
• Qu'est 
e que 
rie un es
argot sur le dos d'une tortue ?Réponse : Yaaaaaaaaaaahooooooooooooooooooooooouuuuuuuuuuuuuu ! ! ! !
• Que dit un hérisson qui se 
ogne un 
a
tus ?Réponse : maman !
• Quel est l'animal le plus heureux ?Réponse : Le hiboux. Par
e que sa femme s'appelle 
houette.Personnalité du jour Bana
hStefan Bana
h (1892 - 1945) est un mathémati
ien polonais. Pendant la guerre, ilest réformé, travaille à la 
onstru
tion de routes et suit à l'Université les leçons demathématiques. Ave
 Steinhaus, il fonda plusieurs revues mathématiques en Pologne.Il est un des fondateurs de l'analyse fon
tionnelle. Ses autres travaux tou
hent àla théorie de la mesure de l'intégration, de la théorie des ensembles et des sériesorthogonales, il a notamment donné son nom aux espa
es dits de Bana
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Mamouni, CPGE RabatMP-Maths Résumé de 
oursSéries dans un Bana
h mamouni.myismail�gmail.
ommyismail.
hez.
om1 Séries numériques.1.1 Convergen
e.Dé�nition 1 .On appelle séries numérique (
∑

xn) de terme général xn, réel ou 
omplexe, la suite de termegénéral Sn = x0 + ... + xn, appelée somme partielle.La séries 
onverge si la suite des sommes partielles 
onverge.La limite S s'appelle somme de la séries et se note +∞
∑

n=0

xn.La quantité Rn = S − Sn s'appelle reste de rang n.Remarque 1� CN de la 
onvergen
e : Si une séries numérique 
onverge, alors son terme général tend vers 0,la ré
iproque n'est pas toujours vraie. Contre exemple : ∑ 1

n
.� CNS de la 
onvergen
e : la série (

∑

n

xn) 
onverge si et seulement si la suite (Sn) est de Cau
hy.Remarque 2 .� L'ensemble des séries 
onvergentes est un espa
e ve
toriel.En parti
ulier si deux séries (
∑

n

xn) et (
∑

n

yn) sont 
onvergente, (
∑

n

(xn + yn)) est aussi
onvergente ave

+∞
∑

n=0

(xn + yn) =
+∞
∑

n=0

xn +
+∞
∑

n=0

yn� Une séries 
omplexe de terme général zn = xn +iyn 
onverge si et seulement si les Séries réellesde terme général xn et yn 
onvergent.� La suite géométrique (
∑

an) 
onverge si et seulement si |a| < 1, ave
 +∞
∑

n=0

an =
1

1 − a
.1.2 Convergen
e absolue.Dé�nition 2 .On dit que la série (

∑

xn) 
onverge absolument quand la série (
∑ |xn|) 
onverge.Théorème 1 Inégalité triangulaireToute série (

∑

xn) qui 
onverge absolument est 
onvergente ave

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∑

n=0

xn

∣

∣

∣

∣

∣

≤
+∞
∑

n=0

|xn|Remarque 3 .La ré
iproque de 
e théorème est en général fausse. La séries alterne ∑ (−1)n

n

onverge sans
onverger absolument, on dit qu'elle est semi-
onvergente.
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omThéorème 2 .Soit (
∑

n

xn) et (
∑

n

yn) deux séries absolument 
onvergentes, alors la séries de terme général zndé�ni par la relation
zn =

n
∑

k=0

xkyn−k Produit de 
onvolution de Cau
hy(on é
rit en général (zn) = (xn) ∗ (yn)) est absolument 
onvergente, ave

+∞
∑

n=0

(

n
∑

k=0

xkyn−k

)

=

(

+∞
∑

n=0

xn

)(

+∞
∑

n=0

yn

)

1.3 Séries termes positifs : règles de 
onvergen
e..Dans tout 
e paragraphe (sauf mention du 
ontraire), les séries 
onsidérées xn et ynsont termes positifs.Régle 1 .La séries (∑xn

) termes positifs est 
onvergente si et seulement si la suite de ses sommes par-tielles (Sn =

n
∑

k=1

xk) est majore.Régle 2 . règles de 
omparaison.Si 0 ≤ xn ≤ yn PCR ou si xn = 0(yn) ou bien si xn = o(yn), alors :1) (

∑

n

yn

) 
onverge =⇒
(

∑

n

xn

) 
onverge.2) (

∑

n

xn

) diverge =⇒
(

∑

n

yn

) diverge.Régle 3 . règles de 
omparaison logarithmique.On pose wn =
xn

yn

. Si (wn) est 
roissante, en parti
ulier si lim
n→+∞

wn+1

wn

< 1, alors :1) (

∑

n

yn

) 
onverge =⇒
(

∑

n

xn

) 
onverge.2) (

∑

n

xn

) diverge =⇒
(

∑

n

yn

) diverge.Régle 4 . règle d'équivalen
e.Si xn ∼
+∞

yn, alors1) (

∑

n

yn

) 
onverge =⇒
(

∑

n

xn

) 
onverge, dans 
e 
as +∞
∑

k=n

xn ∼
+∞

+∞
∑

k=n

yn.2) (

∑

n

yn

) diverge =⇒
(

∑

n

xn

) 
onverge, dans 
e 
as n
∑

k=0

xn ∼
+∞

n
∑

k=0

yn.
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omRégle 5 . règle de 
omparaison ave
 une intégrale.Soit f : R+ −→ R dé
roissante vers 0 l'in�ni, alors :




∑

(

f(



n) 
onverge ⇐⇒ f est intégrable sur [0, +∞[.Remarque 4 .1) séries de Riemann : (∑
n

1

nα

) 
onverge si et seulement si α 1.2) séries de Bertrand : (∑
n

1

nα lnβ n

) 
onverge si et seulement si α > 1ou
α = 1, β > 1

.Régle 6 . règle de D'Alembert.On 
her
he lim
n→+∞

xn+1

xn

, et on distingue les 
as suivants :1) Si lim
n→+∞

xn+1

xn

< 1, alors (∑
n

xn

) 
onverge.2) Si lim
n→+∞

xn+1

xn

> 1, alors (∑
n

xn

) diverge.3) Si lim
n→+∞

xn+1

xn

= 1, on ne peut rien dire.Régle 7 . règle de Cau
hy.On 
her
he lim
n→+∞

n

√
xn, et on distingue les 
as suivants :1) Si lim

n→+∞

n

√
xn < 1, alors (∑

n

xn

) 
onverge.2) Si lim
n→+∞

n

√
xn > 1, alors (∑

n

xn

) diverge.3) Si lim
n→+∞

n

√
xn = 1, on ne peut rien dire.Régle 8 . règle 
ondensation de Cau
hy.Si (xn) est suite dé
roissante, alors :

(

∑

n

xn

) diverge ⇐⇒
(

∑

n

2nx2n

) 
onverge.Remarque 5 .1) Toutes les règles pré
édentes sont appli
able pour les séries termes positifs, toute fois on peutles appliquer dans le 
as général, mais pour étudier la 
onvergen
e absolue.2) La règle suivante est appli
able dans le 
as général (même 
omplexe), et permet de ramenerl'étude d'une séries semi-
onvergente 
elle d'une séries absolument 
onvergente.Régle 9 . Transformation d'Abel.Soit (xn), (yn) deux suites 
omplexes, alors :
n
∑

k=1

xk(yk − yk−1) =

n−1
∑

k=1

(xk − xk+1)yk + xnyn − x1y0Page 4 / 8
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omRemarque 6 .1) La transformation d'Abel est aussi 
onnue sous le nom de sommation par parties, vu saressemblan
e ave
 le prin
ipe d'intégration par parties.2) Si (εn) est une suite réelle stri
tement dé
roissante vers 0 et (zn) une suite 
omplexe, dontla suite des sommes partielles Sn =
n
∑

k=0

zk est borne, alors la séries (∑
n

εnzn

) est 
onver-gente.1.4 Séries alternéesDé�nition 3 .On appelle série alternée toute série réelle dont le terme général 
hange de signe don
 de la forme
(−1)nxn où xn garde un signe 
onstant.Théorème 3 Critère spé
ial de Leibniz pour les Séries alternesSoit ∑(−1)nxn une série alternée telle que |xn| dé
roit vers 0, alors la séries ∑(−1)nxn
onverge. ave
 :� Rn est du même signe que son premier terme (−1)n+1xn+1.� |Rn| ≤ |xn+1|.� La somme +∞

∑

n=0

(−1)nxn est 
omprise entre les sommes partielles S2n et S2n+1.2 Séries dans un espa
e ve
toriel normé2.1 Convergen
e.Dé�nition 4 Soit (E, ‖.‖) un espa
e ve
toriel normé et (xn) une suite d'éléments de E. On ditque la série ∑xn 
onverge si la suite des sommes partielles (Sn =

n
∑

k=0

xk) 
onverge dans E, salimite s'appelle somme de la série et se note +∞
∑

k=0

xk, ainsi on a :
lim

n→+∞

n
∑

k=0

xk =

+∞
∑

k=0

xkThéorème 4 Si (E, ‖.‖) est un espa
e de Bana
h, alors ∑xn 
onverge si et seulement si Snest de Cau
hy.Remarque 7 Si (E, ‖.‖) est un espa
e ve
toriel normé et si∑xn 
onverge, alors lim
n→+∞

xn = 0.Dé�nition 5 Soit (E, ‖.‖) un espa
e ve
toriel normé et (xn) une suite d'éléments de E. On ditque la série ∑xn 
onverge absolument si la série ∑ ‖xn‖.Théorème 5 Si (E, ‖.‖) est un espa
e de Bana
h et si ∑xn 
onverge absolument, alors elle
onverge, ave

‖

+∞
∑

n=0

xn‖ ≤
+∞
∑

n=0

‖xn‖Page 5 / 8
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omThéorème 6 Soit (E, ‖.‖) est un espa
e de Bana
h.1) Si ∑xn et ∑xn 
onvergent, alors ∑(xn + yn) 
onverge, ave

+∞
∑

n=0

(xn + yn) =

+∞
∑

n=0

xn +

+∞
∑

n=0

yn2) Si ∑xn et ∑xn 
onvergent absolument, alors ∑(xn + yn) 
onverge absolument, ave

+∞
∑

n=0

‖xn + yn‖ ≤
+∞
∑

n=0

‖xn‖ +

+∞
∑

n=0

‖yn‖3 Familles sommables3.1 Ensembles dénombrablesDé�nition 6 Un ensemble I est dit dénombrable, s'il existe une inje
tion σ : I −→ N.Remarque 8� Un ensemble est dénombrable s'il est équipotent (en bije
tion) ave
 une partie de N ;� Tout ensemble �ni est dénombrable ;� Toute partie d'un ensemble dénombrable est dénombrable ;� La réunion �nie ou dénombrable d'ensembles dénombrables est dénombrables ;� Le produit 
artésien �ni d'ensembles dénombrables est dénombrable.� N, Z et Q sont dénombrables, mais Q et R ne sont pas dénombrables.Proposition 1� Tout ensemble dénombrable I peut être muni d'une relation d'ordre totale.� Tout ensemble dénombrable I admet une suite de partie In ⊂ I (dite exhaustive) , véri�ant lapropriété suivante 


In ⊂ In+1

I =
+∞
⋃

n=1
In

.Théorème 7 Si I est un ensemble dénombrable et (In) un suite exhaustive de I, alors pour toutepartie �nie J ⊂ I, il existe une partie Ik tel que J ⊂ Ik.3.2 Familles dénombrables à termes positifsDans toute 
ette partie, on 
onsidère I un ensemble dénombrable et (xk)k∈I une famille dénombrable deréels positifs.Dé�nition 7 On dit que (xk)k∈I est sommable si et seulement si ∃M > 0 tel que ∑
k∈J

xk ≤ Mpour toute partie �nie J ⊂ I. On appelle alors somme de la famille (xk)k∈I , le réel noté ∑
k∈I

xkdé�ni par
∑

k∈I

xk = sup
J⊂I,fini

∑

k∈J

xk
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omThéorème 8� Si il existe une suite exhaustive (In)n∈N de I telle que la suite (∑
k∈In

xk

)

n∈N

est majorée, alorsla famille (xk)k∈I est sommable, ave
 ∑
k∈I

xk = lim
n→+∞

∑

k∈In

xk� Si la famille (xk)k∈I est sommable, alors pour suite exhaustive (In)n∈N de I la suite
(

∑

k∈In

xk

)

n∈N

est majorée, ave
 ∑
k∈I

xk = lim
n→+∞

∑

k∈In

xk.Proposition 2 Si les familles (xk)k∈I et (yk)k∈I sont sommables, alors la famille (xk + yk)k∈Iest sommable, ave
 ∑
k∈I

(xk + yk) =
∑

k∈I

xk +
∑

k∈I

yk3.3 Familles dénombrables à valeurs dans un espa
e ve
toriel norméDans toute 
ette partie, on 
onsidère I un ensemble dénombrable et (xk)k∈I une famille dénombrable àvaleurs dans un espa
e ve
toriel normé (E, ‖.‖).Dé�nition 8 On dit que la famille (xk)k∈I est absolument sommable quand la famille (‖xk‖)k∈Iest sommableThéorème 9 Si (E, ‖.‖) est un Bana
h et si (xk)k∈I est absolument sommable, alors pour suiteexhaustive (In)n∈N de I, on a la suite (∑
k∈In

xk

)

n∈N

est 
onvergente, dont limite ne dépend pasdu 
hoix de la suite exhaustive, on appelle somme de la famille (xk)k∈I , l'élément de E, noté
∑

k∈I

xk dé�ni par ∑
k∈I

xk = lim
n→+∞

∑

k∈In

xk.Corollaire 1 Une suite (xn)n∈N à valeurs dans un espa
e ve
toriel normé (E, ‖.‖) est absolumentsommable si et seulement si la série∑xn 
onverge absolument. Dans le 
as où E est un Bana
h,les sommes relatives aux deux notions sont identiques, i.e : ∑
n∈N

xn =

+∞
∑

n=0

xn.Corollaire 2� Si (E, ‖.‖) est un Bana
h et si (xk)k∈I et (yk)k∈I sont absolument sommables, alors pour touts
alaire λ, on a : (xk+λyk)k∈I est absolument sommable, ave
∑
k∈I

(xk+λyk) =
∑

k∈I

xk+λ
∑

k∈I

yk.� Une famille dénombrable de réels (xk)k∈I est absolument sommable si et seulement si les fa-milles (x+
k )k∈I et (x−

k )k∈I sont absolument sommables, dans 
e 
as ∑
k∈I

xk =
∑

k∈I

x+
k −

∑

k∈I

x−

k .� Une famille dénombrable de 
omplexes (zk)k∈I est absolument sommable si et seulement si lesfamilles (Rezk)k∈I et (Imzk)k∈I sont absolument sommables,dans 
e 
as : ∑
k∈I

zk =
∑

k∈I

Rezk + i
∑

k∈I

Imzk.3.4 Autres modes de sommation.Dé�nition 9 Une série d'un espa
e ve
toriel normé ∑xn est dite 
ommutativement 
onver-gente si et seulement si la série de terme général (xσ(n)) 
onverge pour toute bije
tion, σ : N −→
N. Page 7 / 8
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omThéorème 10 Toute série absolument 
onvergente à termes dans un espa
e de Bana
h est 
om-mutativement 
onvergente.Dé�nition 10 Une famille (xk)k∈I d'un espa
e ve
toriel normé est dite sommable par paquetssi et seulement si pour toute partition dénombrable (In)n∈J de I, les familles suivantes sont dé-nombrables : (xk)k∈In
et (yn)n∈J où yn =

∑

k∈In

xk.Théorème 11 Toute famille (xk)k∈I sommable à termes dans un espa
e de Bana
h est sommablepar paquets, dans 
e 
as pour toute partition dénombrable (In)n∈J de I, on a :
∑

k∈I

xk =
∑

n∈J

(

∑

k∈In

xk

)Théorème 12 Si (xp,q)(p,q)∈N est une suite double absolument sommable à termes dans un espa
ede Bana
h, alors les sommes suivantes existent et sont égales :
∑

(p,q)∈N×N

xp,q =

+∞
∑

p=0

(

+∞
∑

q=0

xp,q

)

=
+∞
∑

q=0

(

+∞
∑

p=0

xp,q

)

=

+∞
∑

n=0

(

∑

p+q=n

xp,q

)

4 Sommation dans un algèbre normée.Dans toute 
ette partie (A, ‖.‖) est une algèbre normée de Bana
h.Théorème 13 Si a ∈ A tel que ‖a‖ < 1, alors ∑ak 
onverge absolument, 1A − a est inversibleave
 (1A − a)1 =

+∞
∑

n=0

anCorollaire 3 Soit E est un R ou C espa
e ve
toriel et u ∈ Lc(E), alors Sp(u) ⊂ B(0, ‖|u|‖).Corollaire 4 On note par U l'ensemble des éléments inversibles de A, alors U est un ouvert etl'appli
ation a 7→ a−1 est un homéomorphisme de U vers lui même.Théorème 14 Si ∑un et ∑ vn 
onvergent absolument, alors la série de terme général wn =

∑

p+q=n

upvq 
onverge absolument, ave
 (+∞
∑

n=0

un)

)(

+∞
∑

n=0

vn)

)

=

+∞
∑

n=0

(

∑

p+q=n

upvq

)

Corollaire 5 Pour tout a ∈ A, la série ∑ an

n!

onverge absolument, sa somme s'appelle expo-nentielle de a et se note ea, on en parti
ulier ea+b = ea.eb

Fin
À la prochainePage 8 / 8
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