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Classique 1 : Théoreme de Stone Weirstrass

Théoréme de Stone Weirstrass
Si f: [a,b] — IR continue, Alors il existe une suite de polynomes (P,) qui
converge uniformément vers f sur [a,b]

Remarque
Résultat du cours, dont la démonstration est admise

Partie I : Polynomes de Bernstein
Bi(X)=Crn X (1-X)™* 0<k<n
1. Montrer que B=(B«(X) )o<k<n €st une base de IR,[X]
2. Montrer que Znggan(X)zl
3. Montrer que Z()gkgn kBx(X)=nX
Indication : kan = kCn-lk'l
4. Montrer que 2g<k<n k(k-1)Bx(X)=n(n-1)X>

5. En déduire que Xo<k<n K’Bi(X)=nX(1+(n-1)X)
Indication : k*=k(k-1)+k
6. En déduire que 2o<k<n (k-nX)*By(X)=nX(1-X)

Partie II : Demo de Stone Weirstrass
Si f: [0,1] — IR continue

On pose Py(x)=20<k<n f(k/n)Bi(x) : Polynome de Bernstein de f

1. Vérifier que Zo<k<n f(X)Bi(xX)=f(x)

2. En déduire que [f(x) -Pu(x) | <Xo<ken [f()-f(k/n)| |Bu(x)|

3. Rappeler la définition de uniformément continue

4. Justifier que f est uniformément continue
On pose [={0<k<n tq |x-k/n | <C } et J={0<k<n tq |x-k/n | > ( }
Si=Xker [f(x)-f(k/m)| |Bu(x)| €t S:=Xkes |f(x)-f(k/n)| |Bu(x)|

5. Justifier que [f(x) - Pa(X) | £ S1+ S2

6. Montrer que S;< e/ 2

7. Montrer que x(1-x)<1/4, V¥ x € [0,1]

8. En déduire que S; <M/n ou M=cte = déterminer

Indication : keJ => |Bk(x)|< |Bk(x)||nx-k | / (nC)
10. Conclure que (P, ) converge uniformément vers f sur [0,1]




Partie III : VARIOUS

1. On muni E={f: [0,1] - IR continue} du <P,Q>:f01 P(t)Q(t)dt
On pose F=IR[X]
1. Montrer que F+={0z}
2. En déduire que les relation F*+=F et FOF*- =E
2. f: IR - IR continue, et on suppose que il existe (P, ) converge
uniformément vers f sur IR
1. Montrer que dN tq (P, - Px) est bornée a partir de n>N
2. En déduire que a partir de n>N P, = Py + A,
3. Justifier que A, - 0
4. f est une fonction polynomiale
5. En déduire que de S.W n’est pas vrai sur IR
3. Soit E={f : I — IR continue} ou I intervalle de IR
On munit E de la norme || . ||~
1. Montrer que IR[X] est dense dans (E, || . ||~ ) quand I=[a,b]
2. Montrer que IR[X] est fermé dans (E, || . ||~ ) quand I=IR

Solution
Partie I
1. Libre ? :

2 0<k<n aBK(X)=0=> X g<k<n akanXk(l'X)n_k, =0
=> ap(1-X)" + a;nX(1-X)*'+ ...+ a,X" =0

Pour X=1, a,=0

Donc ao(1-X)" + a;nX(1-X)"'+ ...+a,; nX"'(1-X)=0
On simplifie par (1-X) car IR[X] est intégre

Donc ag(1-X)™! + a;nX(1-X)™*+ ...+a,; nX""'=0

Et par récurrence on conclut que les autres a,=0

Or card (B)=n+1 =dim IR,[X], donc B base de IR,[X]

2. Y0ekenBuX)=2 0cken CniXH(1-X)™* =(X + 1-X)"
3. 20<k<n kBi(X)=21<k<n k anXk(l'X)n_k
=nZ1cken Cro1 ' XH(1-X)™
=n2.0<k<n-1 Cn-lka+1(1-X)n'1'k
=nX L oeken-1 Cna XK(1-X)"* =nX
4. Utiliser k(k-1)Cpn* =n(k-1)Cp-1*" =n(n-1) Cp0
5. Utiliser : k2 Cp¥=k(k-1)Cn+ kKCp*
6. En déduire que 2o<k<n (k-nX)*B(X)=nX(1-X)



Partie II : Demo de Stone Weirstrass
Sif:[0,1] — IR continue,

On pose Py(x)=20<k<n f(k/n)Bi(x) : Polynéme de Bernstein de f

1.

2.

w

~

2o<ken F)BK(X)=f(X). Lo<ken Bu(x) = f(x)
f(x) - Pu(x) | = | Z:OSkSH f(x)Bk(x) - Znggn f(k/n)By(x) |
<Xo<ken |f(x)-f(k/n)| |Bu(x)|
(Ve>0) (30>0) tq [x-y|<C => [f(x) - f(y) | < &/ 2
Toute fonction continue sur un segment (sur un compact en général) f
est uniformément continue

Si=2ker [f(x) - f(k/n)| [Bux)| S:=Zkes [f(x)-f(k/n)| [B(x)|

(%) - Pu(x) | < Zosken [f()-f(k/m)| |Bu(x)| = S1+ S,

car S;=Xker |f(x)-f(k/n)| |Bu(x)| €t So=2kes |f(x)-f(k/n)| [Bu(x)|

k€I => |[x-k/n| < T => [f(x) - f(k/n) | < € /2

Si = Zker [f(x)-f(k/m)| [BuX)| < (e/2). Zker [Bu(X)|
=(e/2). Zker Bi(x) car 0<x<1
<(e/2). Lk=0" BuX)

. Etude de fcts => x(1-x)<1/4,V x € [0,1]
. On sait que

KEJ => [x-k/n |>{=> [nx-k [ > 0% ? => [nx-k [ [Bi(x)| > n2C 2 [Bu(x))
=> |B(x)| <|nx-k |* [Bk(xX)|/ (n°C*) (on divise par n{)

D’autre part |f(x)-f(k/n)| < [f(x) |+ [f(k/n)| < 2. |If ||
Ainsi
Sy=2kes |[f(x)-f(k/m)| [Bu(x)| < 2 ||f ||« 2kes| Bu(x)]

< 2[If [/ (0°C %) Likes [nx-k [* [Bu(x)|

< 2|If [lo/ (0 %) Lio<ksn nx-k * [Bi(x)|

=2 |If lo/ (0°C*) (nx(1-x) ) = 2 [|f [l./ (nC *)(x(1-x))
<2 |If I/ (N %)/ 4= M/ n ol |If ||/ (22 )

. En résumé : pour tout x dans [0,1], on a

[f(x) - Po(X) | £ S1+ S:<€/2+ M/n

M/n - 0,donc M/n< €/ 2 a partir d’un certain rang
Donc ||f - Py ||~ < € a partir d’un certain rang

D’ou la convergence uniforme



Classique 2 : Théoremes de Dini

Théoremes de Dini

Si (f,) est une suite qui converge simplement vers f sur I
Alors en ajoutant une condition (*)

La convergence devient uniforme

Théoreme de Dini 1

Si (P,) est une suite qui de polynomes de degrés tous < N qui converge
simplement

Alors (P,) converge uniformément

Partie I : Polynomes de Lagrange
On prend ay, ..., ay des réels qlq deux a deux distincts
Li(X) les polynomes de Lagrange associés
1. Rappeler la forme de Li(X)
2. Rappeler la valeur de Li(x;)
3. En déduire que (Lo, ...., Lx) est une base IRx[X]
4. En déduire que VPE TR[X], P(X)=Xi=0 P(x)Li(X)
Partie II : Dini (versions faible)
Montrons que toute suite (f,) de fcts qui converge simplement sur un
ensemble fini I= { ay, ..., an } converge uniformément sur I
Partie III : Dini (versions 1)
Si (P,) est une suite qui de polynomes de degrés tous < N qui converge
simplement
On prend I={a,, ..., an }des réels qlq deux a deux distincts
Li(X) les polynomes de Lagrange associés
1. Justifier que (P,) converge uniformément sur I
2. Montrer que P=lim P, € IRx[X]
3. En déduire que la converge de P, sur IR est uniforme




Solution
Partie I
L. Li(X)= [T (X-a) (a-ay)
2. Li(Xj)ZSij
3. Posons B=(L, ...., Lx), comme card(B)=N+1= dim IRN[X]
Montrons que B=(L,, ...., Ly) est libre IRN[X]
En effet, supposons agL (X)+ ...+ anLn(X)=0
Pour X:Xj, on obtient aoLo (Xj)+ . ..+aij(Xj)+ e aNLN(Xj)ZO
Or Li(Xj):Sij, donc aj=O, V]
4. Ona B=(Ly, ...., Ly) est libre IRx[X]
VPE IRN[X], P(X)=Xi=0 " aiLi(X)
Pour X:Xj, on obtient P(Xj):aoL() (Xj)+ . ..+aij(Xj)+ ...t aNLN(Xj)
Or Lj(Xj):Sjj’ donc P(Xj): dj, V]

Partie II : Dini (version faible)

Soit une suite (f,) de fcts qui converge simplement sur I= { ao, ..., an }
Pour chaque xk (fixe) fn(i) - f(xi)

Ve>0, d nctq Vn>ny, on a ||fu(x:) - f(x)||< €

Prenons m=max (1y), alors Yn>ny, on a ||f.(x) - f{(x)[|< e, Vx=a, € 1
Donc ||fs- f||«,< €, d’ou la convergence uniforme

Partie III : Dini (version 1)
1. Découle de la partie II : ||Py- P|| < €

2. Posons Py(X)=Xi=0 Pa(x)Li(X)
P(X)=lim P, (X)= lim iz  Pu(x)Li(X) = Zi=o" lim Py(x)Li(X)
=Yi=0" lim P(x))L(X) € IR\[X]
3. Pu(X)-P(X)=2i=0  Pu(x)L{(X)-2i=0  Pu(x)Li(X)
4. Donc |P(X)-P(X)|=|Liz0" (Pa(x:)— Pu(x1) )Li(X) |
5. < Zi=0" [Pa(x)- Po(xy)l. [Li(X) | <Ziz" [IPo Plloy. [[Ls [fs
DonC |[Pu-Plloz < K.[|Pa- Pl < K.e  0tt K=Xig™ [|Li ||



Classique 3 : Séries de Fourier (CNC MP, 2019)

Classique 4 : Fonctions de Riemann

Partie I : Fonction dzeta

On pose {(x)=2n=1 1/n* et n(x)=2n=1_ (-1)"/n*

Montrer que ((x) converge simplement sur ]1, +oo[

Vérifier que cette converge n’est pas uniforme sur ]1, +oo[
Montrer que ((x) converge normalement sur [a, +oo[ pour tout a>1
En déduire que lim _:((x) = 1

En déduire que x » {(x) est continue sur ]1, +oo[

Montrer que x — ((x) est de classe C” sur ]1, +oo[

Donner {%(x) pour tout x>1

7. Vérifier que x —» {(x) est décroissante convexe sur ]1, +oo[

8. Montrer que ((x) ~ 1/(x-1) quand x - 1
9
1

L

. En déduire que lim 4 .; {(x) =+
0. En déduire I’allure de la courbe de {(x)

Solution

Rappel : Comparaison série intégrale (version séries numeériques)
Sif:[a,+oo[ — IR continue positive décroissante tq lim .. f=0, alors

e Xnsaf(n) et famf(t) dt sont de méme nature
o [ H(Odt<En=a"" f(n) < [a-1 (Dt
o« Ri=Zne1 f(K) < [n “(D)dt

Rappel : Comparaison série intégrale (version séries de fcts)
Si pour x fixé dans [a,+oo[ , on prend t=n et f(x)=f,(Xx)
t€ [a,too[ — f(x) continue positive décroissante tq lim, _ .. f(x)=0, alors

o Dnsa fu(X) et famft(x) dt sont de méme nature
o [0 £2(%) < fa1 ")t
© R=Znt1 £ < [n E()dt




Solution Partie I : Fonction dzeta
On pose {(x)=Xn=1  1/n*

1.

Si pour x fixé dans ]1, +oo[ , on prend t=n
f(x)=f.(x)=1/n* =1/t*

On affooft(x) dt = f1+ool/tX dt converge car 1/t*= t*
Donc la primitive est t*'/(-x+1) - 0 quand x - +0oo

. sur ]1, +oo[, on ||1/n*||» =1 ne tend pas vers 0

Autrement la suite 1/n* ne converge pas uniformément vers 0

Donc 21/n* ne converge pas uniformément

. X € [a, too[ =>n*>n*=>1/n*< 1/’

4. Or a>1, donc 2.1/n* converge, donc {(x) converge normalement sur

[a, +oo[ pour tout a>1

. X1/ converge normalement sur [a, +oo[, donc converge

uniformément sur [a, +oo[

Pour tout n€IN fixé lim x_ +w 1/n*

Donc d’apres le théoreme de passage a la limite sous le signe somme
On a lim ,_.+21/n*, 2 lim ,_.1/n* et sont égales

En particulier lim . +.1/n* = 0 si n>1 et lim «_+1/n* =1 si n=0

1M 5 vool(X) =lM o swdn=t 1/ =2g=1lim g s l/*= 1

. Pour tout n€IN fixé, x - 1/n* est continue sur tout [a, +oo[ C ]0,+oo[

21/n* converge normalement sur tout [a, +oo[C ]0,+oo[, donc
converge uniformément sur [a, +oo[

Donc d’apres le théoreme de continuité de la somme uniforme

Ona x- ((x) est continue sur tout [a, +oo[ C ]0,+o[, donc continue
sur ]0,+oo[

. Pour tout n€IN fixé, x> 1/n* est de classe C” sur tout [a,

+oo[ C ]0,+oo[

On sait que a*=e™"? donc

Pour tout KEIN, (1/n*)® =(e™*"")® = (- In n)*. e*""
Donc sur [a, +oo[ : | (1/n)® | = In n*. e*""< In pk. e 0

-a.Inn

D’autre part 2 In n*. e est une série numeérique cvge car

In n*. e* """ =o(1/n%) avec 2. 1/n* converge en tant que série de
Riemann de parameétre a=2>1

Donc 2 (1/n)® converge normalement sur [a, +oof
D’apres le théoreme des dérivations successives terme a terme



8.

9.

On peut dire que x - {(x) est de classe C* sur tout [a,
+o0o[ C ]0,+oo[, donc de classe C” sur ]0,+oo[

avec {(x)¥=(Z 1/n)0=X (1/n)P=X(- In n)*. e*"" =X(- In n)"/n*
On a {(x)’= (- In n)/n* <0 donc  est décroissante sur ]1, +oo[On a

{(x)’= 2(In n)*n* > 0 donc  est convexe sur |1, +oo[

Astuce : Equivalent d’une somme
Pour trouver 1’équivalent d’une somme S, on procede comme suit

étape 1 : On utilise la regle de comparaison série-intégrale pour
encadrer S entre deux intégrale I et J

étape 2 : On calcul I et J, puis on chercher un équivalent commun A
alet]

étape 3 : On conclut que S ~ A

fab”f(t)dtsZn:a“:b f(n) < fa-lbf(t)dt

D’apres la la regle de comparaison série-intégrale

I=J'1oo
I=f1oo

Ve dt< {(x)= Ln=1" 1/n*<J=[o" 1/t dt
Vede = [t dt = 1/(x-1)

pour J il y a un probleme en t=0 qui provient de n=1

Astuce : Xn=1"1n* = 1+ Zp=p 1/ <1 + [171/¢de =1+1/(x-1)
Ainsi A=1/(x-1) < {(x)<1+1/(x-1) ~1/(x-1)

Donc ((x) ~ 1/(x-1)

10.
11.

((x) ~ 1/(x-1) et lim x_; 1/(x-1) =+o0, donc lim y_; {(x) =+
A faire

Partie II : Fonction eta
On pose n(x)=zn:1°° (-1)"/n*

L

7.

Montrer que n(x) converge simplement sur ]0, +oo[

Vérifier que cette converge n’est pas uniforme sur ]0, +oo[
Montrer que n(x) converge normalement sur [a, +oo[ pour tout a>0
En déduire que lim . +n(x) = -1

En déduire que x - n(x) est continue sur ]0, +oo[

Montrer que X — n(x) est de classe C” sur ]0, +oo[

Donner n®(x) pour tout x>0

Partie I1I : Fonction dzeta vs. Eta

Soon







