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Prépas MP FExercices : Variables aléatoires a densité

Exercice 1:
Déterminer si les fonctions suivantes sont des densités de probabilité et si oui déterminer la fonction

de répartition de la VAR associée a cette densité.

1 g(t) = 0 sit <0 0 sit<0

7 dte™ sit>0 2= get/z (1—e ) sit>0
0 sit<O0

3. f(t) = 1 On pensera au changement de variable u = e".

,tl t . 2
ST3C n(l+e) sit>=0

Exercice 2:
0 sit ¢]1;2]
a

1
si t €]1;2]
Vi—1

Déterminer a pour que f soit une densité de probabilité

Soit f la fonction définie sur R par : f(t) =

Exercice 3:
Déterminer si les fonctions suivantes sont les fonctions de répartition d’une variable a densité. Si oui,

en donner une densité.

. 1
0 sixz <0 2.VreR. F(x)=1—
L F(z) = T\ 2 v  Fl) I+e”
1—(1+§> e siz>0
Exercice 4:
0 six <0

Soit X une VAR dont la fonction de répartition F' est définie par : F'(x) = ) )
1—e /2 x>0

Montrer que X est une variable a densité et déterminer une densité de X.

Exercice 5:
Calculer, si elle existe, I’'espérance de la variable X dont une densité est :

0 sit <0 0 sit <1
1-g(t)={

_ . 2. h(t) =
dte™2 sit >0 (t) 4i?t sit>1

Exercice 6: A

—(1—2)3 sio<zr<1
On considere la fonction f définie par : f(x) = 3< 7) <2
0 sinon
1. Montrer que f est la densité d’une variable aléatoire Y.

2. Déterminer la fonction de répartition F' de la variable Y. Construire sa représentation graphique
dans un repere orthonormal.

3. Calculer I'espérance de la variable Y.
4. Calculer la probabilité de I’événement [0,488 <Y < 1, 2]
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Exercice 7:

Reprendre I'exercice 5 et calculer, si elle existe, la variance de la variable aléatoire associée aux densités
données.

Exercice 8:
Soit X une VAR qui suit une loi uniforme sur [a;b]. Montrer que X admet une variance et la calculer.

Exercice 9:

On suppose que la distance en metres parcourue par un javelot suit une loi normale. Au cours d'un
entrainement, on constate que :

— 10% des javelots atteignent plus de 75 metres.
— 25% des javelots parcourent moins de 50 metres.

Calculer la longueur moyenne parcourue par un javelot ainsi que ’écart-type de cette longueur.
On donne au dos la table de valeurs de la fonction de répartition de la loi N'(0,1).

Exercice 10:
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle £().

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = v/ X.
2. Déterminer une densité de X2.

3. Déterminer une densité de X3.

Exercice 11:

Soit X une variable aléatoire a densité dont la fonction de répartition F' est strictement croissante.
Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = F'(X).

Exercice 12:
Soit X une variable aléatoire dont une densité est la fonction f définie sur R par :

f {6:’3 si —In2<x<In2
€Tr) =

0 sinon

1. Déterminer la fonction de répartition F' de X.

2. On pose Y = | X|. Déterminer la fonction de répartition G' de Y puis montrer que Y est une variable
a densité et donner une densité de Y.

Exercice 13:

Soit X une VAR admettant une densité f. On suppose que X prends ses valeurs dans RT. Soit Y = [X]
(partie entiere de X)

1. Déterminer la loi de Y.
2. a) Montrer que E(Y) existe si et seulement si F(X) existe.
b) Montrer que si E(X) existe alors : E(Y) < E(X) < E(Y) + 1.
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Exercice 14:
Apres enqueéete, on estime que le temps de passage a une caisse, exprimé en unités de temps, est une
variable aléatoire T" dont une densité de probabilité est donnée par la fonction f définie par :

@) = {xe‘x siz >0

0 siz <0

1. Rappeler la définition d’une densité de probabilité d’une variable aléatoire X suivant une loi expo-
nentielle de parametre A = 1. Donner la valeur de ’espérance et de la variance de X.

2. Utiliser la question précédente pour vérifier que f est bien une densité de probabilité, puis montrer
que T admet une espérance que 'on déterminera.
Quel est le temps moyen de passage en caisse ?

3. a) Démontrer que la fonction de répartition de T, notée Fr est définie par :

Fr(z) 0 sixz <0
€T) =
g l—(x+1)e™ siz>0

b) Montrer que la probabilité que le temps de passage en caisse soit inférieur a deux unités(de temps)
2e — 3

sachant qu’il est supérieur a une unité est égale a

4. Un jour donné, trois clients A, B, se présentent simultanément devant deux caisses libres. Par
courtoisie, C' décide de laisser passer A et B et de prendre la place du premier d’entre eux qui aura
terminé. On suppose que les variables Ty et T correspondant au temps de passage en caisse de A
et B sont indépendantes.

a) M désignant le temps d’attente du client C' exprimer M en fonction de T4 et Tg.

b) Montrer que la fonction de répartition de la variable aléatoire M est donnée par :

0 sit<0
1—(1+t)%e sit>0

mMgw:{

¢) Prouver que M est une variable a densité et expliciter une densité de M.
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0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,05 0,03
0 05000 | 05040 | 05050 [ 05120 | O5160 | 05199 [ 05239 | 05279 | 05319 | 05359
01 | DE3598 | 05438 | 05478 | D5617 | 05557 | 055586 | 05636 | 05675 | 05714 | 05753
02 | 05783 | 05632 | 05671 | 05910 | 058945 | 05957 | 0B02R | 06064 | OB105 | O&141
03 | 06179 | OB217 | OB255 | 0B293 | 06331 | 06368 | 06406 | OG443 | 06480 | 06517
04 | 0BS54 | OBSYT | OBE2E | OBBE4 | 06700 | OBYS6 | 06772 | 06808 | OES44 | 06579
05 | 0BS5S | 0OB950 | OB98S | 07018 | 07054 | 07088 | 07123 | 07157 | 07190 | 07224
06 | 07257 | 07281 | 07324 | 07357 | 073689 | 07422 | 07454 | 07486 | 07517 | 07549
07 | 075680 | 07611 | 07642 | 07673 | 07704 | 07734 | 07764 | 07794 | 07825 | 07852
08 | 076881 | 07910 | 07939 | 07967 | 07995 | 08023 | 08051 | 08078 | 08106 | 08133
05 | DB158 | 08186 | 0812 | 08238 | 048264 | 0826859 | 08315 | 08340 | 048365 | 08389
1 08415 | 08435 | 08461 [ 05485 | 08505 | 08531 [ 08554 | 08577 | 08533 | 08621
05643 | 08665 | 08686 [ 05708 | 058729 | 05749 | 05770 | 05790 | 08310 | 0,8530
05545 | 08869 | 08335 [ 08907 | 08925 | 05944 [ 08962 | 08930 | 08937 | 05015
09032 | 09049 | 09066 [ 089082 | 09099 | 09115 [ 09131 | 09147 | 08162 | 09177
09192 | 098207 [ 09222 | 09236 | 089257 [ 08265 | 09279 | 05292 | 08306 | 09319
05332 | 09345 | 09357 [ 059370 | 059382 | 0593594 [ 052406 | 058418 | 05429 | 05844
09452 | 09463 | 09474 [ 02484 | 092495 | 09505 [ 059515 | 09525 | 05535 | 09545
09554 | 09564 | 09573 [ 09582 | 09591 | 09599 [ 09608 | 059616 | 05625 | 09633
05641 | 09649 | 09656 [ 09664 | 09671 | 09678 [ 05636 | 059693 | 05633 | 05706
09713 | 08719 | 09726 | 08732 | 09738 [ 09744 | 09750 | 05756 [ 08761 | 09767
08772 [ 09776 | 09783 [ 05788 | 059795 [ 05798 [ 05803 | 05808 | 08812 | O9817
21 | 059621 | 056826 | 096850 | 09654 | 0596858 | 0595842 | 09846 | 059850 | 09854 | 03857
22 | 059661 | 09664 | 09668 | 095871 | 096875 | 09678 | 093681 | 0598684 | 098587 | 09390
23 | 055883 | 05856 | 09695 | 09901 | 05904 | 09906 | 09908 | 059911 | 09915 | 093916
L4 |GIERETEY | (9820 (AR A0 | G8HYE [0 BRSEl TDESss [TUEREL] D8RR
25 109935 | 059940 | 09941 | 09943 | 059945 | 09946 | 059945 | 059949 | 09951 | 09952
2B | DB353 ] 09955 | 09956 | 09957 | 09953 | 095650 | 09891 | 03962 | 05965 [ 03864
27 1 09965 | 09966 | 0997 | 09965 | 09969 | 09970 | 09971 | 05972 | 08973 | 09574
8 |LBEed | [88Fs | CDESG | BRedT- ] O | REE | BO9%E | 0EREs | 059eE. ! 0:5985]
29 1 09951 | 09962 | 09952 | 09963 | 059954 | 09954 | 09985 | 059985 | 09986 | 09986

— e | | — | — | | — | — | —
0 (Do | [ o e [ [P [ —
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Correction

Exercice 1:

1. (i) On remarque tout d’abord que g est bien une fonction positive car 0 > 0 et pour t > 0,
4te? > 0.

(ii) La fonction nulle est continue sur | — co;0[ et par produit de fonctions continues, la fonction
t — 4te=?" est continue sur ]0; +o0o[. Donc g est continue sur R*.

De plus lim g =0 = li1+n g = ¢(0) donc g est en fait continue sur R.
0- 0

(Dans notre théoréme il suffit que la fonction soit continue sauf éventuellement en un nombre
fini de points donc nous ne sommes pas obligés de vérifier la continuité de g en 0.)
0
(iii) Comme g est nulle sur | — oo; 0], 'intégrale / g(t) dt est convergente et vaut 0.

+oo
Sur [0; +00, g est continue donc I'intégrale / g(t) dt ne pose probleme qu’en +oc.
0
Soit A > 0, par intégration par parties :

A A
/ Ate 2 dt = [—Qte_zqgl + / 2e 2 dt = —24e 4 — e 24 11
0 0

+00
Or Alim —2Ae7 % — 724 4+ 1 =1 donc l'intégrale / g(t) dt est convergente et vaut 1.
—+00 0
“+o0o

En conclusion / g(t) dt est convergente et vaut 1.

— 00

g est une densité de probabilité. ‘

Soit X une VAR de densité g. Notons G sa fonction de répartition. Par définition G(z) = / g(t) dt.

—0o0
T

Si z < 0 alors G(x) :/ 0dt =0.

0

Sixz > 0 alors G(z) = / Odt—l—/ dte™ dt =0 —2we * —e ¥ 41 =1— (22 +1)e ?*. (Inutile de

—00 0
refaire le calcul, il a été fait dans le point (iii).)
0 iz <0
G(r) = o
1—2x+1)e ™ six>0

2. (i) On remarque tout d’abord que u est bien une fonction positive car 0 > 0 et pour ¢ > 0,

3
§e*t/2 (1 — e*t/z)2 > 0.

(ii) La fonction nulle est continue sur | — co;0[ et par produit de fonctions continues, la fonction
3 : .
t— §€_t/2 (1 — e_t/2)2 est continue sur |0; +oo[. Donc u est continue sur R*.
De plus lim v = 0 = lim v = u(0) donc w est en fait continue sur R.
0- 0

0
(ili) Comme u est nulle sur | — oo; 0], I'intégrale / u(t) dt est convergente et vaut 0.

+o0
Sur [0; 400, u est continue donc 'intégrale / u(t) dt ne pose probleme qu’en +o0.
0
Soit A >0 :

/A§e_t/2 (1- e_t/Q)Q dt = [(1- e_t/Q)?’]A = (1—e4/?)3
0 2 0
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400
Or Alirf (1 — e 4/?)3 = 1 donc l'intégrale / u(t) dt est convergente et vaut 1.
— 100 0
+oo

En conclusion / u(t) dt est convergente et vaut 1.

—00

u est une densité de probabilité. ‘

Soit X une VAR de densité u. Notons U sa fonction de répartition. Par définition U(z) = / u(t) dt.

—00
x

Si z < 0 alors U(x) :/ 0dt =0.

7000 T
3
Six > 0alors U(x) = / 0dt+/ ée_t/Z (1- e_t/2)2 dt = (1—e~%/?)3. (Inutile de refaire le calcul,
—00 0
il a été fait dans le point (iii).)

w@:{o siz <0

(1—e?)3 siz>0

3. (i) On remarque tout d’abord que f est bien une fonction positive car 0 > 0 et pour ¢ > 0,

e 'In(l+¢€") > 0.

2In2
(ii) La fonction nulle est continue sur | — oo; 0] et par produit de fonctions continues, la fonction
t— 1 26*25 In(1 + ') est continue sur ]0; +o0o[. Donc f est continue sur R*.
n

f est donc continue sur R*.

0
(ili) Comme f est nulle sur | — oo; 0], I'intégrale / f(t) dt est convergente et vaut 0.

+o0
Sur [0; 400, f est continue donc l'intégrale f(t) dt ne pose probleme qu’en +o0.
0
Soit A > 0, grace au changement de variable u = e~* (qui nous donne ¢ = —In(u) et donc
1
dt = ——du) :
u
A e~ A e=4
1 1 1\ -1 —1 1
/ e 'In(l+e)dt = / uln (14— ) —du= / In u du
o 2In2 2In2 /, uw) u 2In2 /; U

—A

_ 2;112 /1 " (n(1 4+ ) — In(w)) du

= [t w4 ) — (1 ) — wln() £}

—1

=315 (1+eMIn(l+e?)—1—e*In(e ) —2n2+1)

. 1+eMIn(l+e4) Ae 4

- 21n2 21n2

1 —A In(1 —A A —A 400
Or lim 1-— (It+e)n(l+e) ~ 2% _ 1 donc I'intégrale / f(t) dt est convergente
A—+o00 2In2 2In2 0

et vaut 1.

+oo
En conclusion f(t) dt est convergente et vaut 1.
o

‘ f est une densité de probabilité. ‘

Soit X une VAR de densité f. Notons F sa fonction de répartition. Par définition F'(z) = / f(t)dt.

T

Six<0alorsF(x):/ 0dt =0.

—00
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0 T 1
Siz > 0 alors F(z) = / Odt+/ e 'In(1+e")dt =1—
— 50 0 21112

de refaire le calcul, il a été fait dans le point (iii).)

(I+e®)In(l4+e") ze™®
2In2 2In2

(Inutile

0 siz <0
l+e®)In(l+e™) xe™
2In2 2In2

Fr) =

1—( six >0

Exercice 2:
(i) On remarque tout d’abord que pour que f soit bien une fonction positive il faut que @ > 0 car 0 > 0

a
et pourt €|1;2|, ——>0<a > 0.

(ii) La fonction nulle est continue sur | — oo; 1]U]2; +00] et la fonction ¢ —

a
est continue sur |1;2
— 11;2]
pour toute valeur de a.
Quelle que soit la valeur de a, f est continue sur R\ {1;2}.
1 +o0
(iii) Comme f est nulle sur | — oo; 1]U]2; 400, les intégrales / f(t)dt et f(t) dt sont convergentes
—0o0 2
et valent 0.
2
Sur |1;2], f est continue donc I'intégrale / f(t) dt ne pose probleme qu’en 1.
1

Soit 1 < A< 2, :

2 a 2
/A\/mdt: 20Vt — 1], = 2a — 20V A — 1

2
Or lx1m1 2a — 2av/ A — 1 = 2a donc 'intégrale / f(t) dt est convergente et vaut 2a.
- 1

+oo
En conclusion f(t) dt est convergente et vaut 2a.
[e.e]

1
Pour que f soit une densité de probabilité il faut donc que a = 5

Exercice 3:
1. (i) La fonction nulle est continue sur | — co;0[ et par produit de fonctions continues, la fonction
r—1-— (1 + g)Q e~* est continue sur ]0; +o00[. Donc F' est continue sur R*.
De plus I(i){n F=0= lér+n F = F(0) donc F est en fait continue sur R.
(ii) Pour les méme raisons que la continuité sur R*, F est de classe C' su R*.

(ili) Sur | —o0;0[, F' est constante donc croissante.

, AN T\2 T AN
Sur |0;+o00], F'(z) = —<1+§>e z 4 <1+§) er = §<1+§>6 *. Donc pour & > 0,
F'(z) 2 0 et donc F est croissante sur |0; 400].
F est croissante sur | — oo; 0[ et sur |0; +o0o[ et comme F' est continue sur R, F' est croissante
sur R.
2
(iv) lim F(z) = lim 0 = 0 et grace aux croissances comparées, lim (1 + f) e = 0 donc
T——00 T——00 r—+00 2
lim F(z)=1.
T—+00

‘F est bien la fonction de répartition d’une variable a densité X.
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o . 1 0 siz <0
.t/ t = *
ne densité de est par exemple f(x) g (1 + g) e six>=0

1l suffit de prendre la dérivée de F' pour obtenir une densité.

2. (i) La fonction x — 1+ €” est de classe C* sur R et ne s’annule pas sur R. Donc F' est de classe
C*> sur R et donc en particulier continue sur R.

(ii) Pour les méme raisons que la continuité sur R, F est de classe C' su R.
x

(iii) Pour tout réel z, F'(z) = (1;37)2. Donc pour = € R, F'(z) > 0 et donc F' est croissante sur
6$
R.
1
(iv) lim F(z)= lim 1-— =1—-1=0et lim F(z)=1-0=1.
T—>—00 T—>—00 1+ e* —+00

‘F est bien la fonction de répartition d’une variable a densité X. ‘

e.fB
Une densité de X est par exemple f(xr) = ———.
p ple f(z) TEE
Exercice 4:
(i) La fonction nulle est continue sur | — co; 0] et par produit de fonctions continues, la fonction = —

1 — e **/2 est continue sur ]0; +00[. Donc F est continue sur R*.
De plus lim F' =0 =lim F" = F(0) donc F est en fait continue sur R.
0- 0

(ii) La fonction nulle est de classe C' sur | — oo;0[ et par produit de fonctions de classe C!, la fonction
x — 1 —e /2 est de classe C' sur ]0; +-00[. Donc F est de classe C! sur R*.

‘X est donc une variable a densité. ‘
Pour obtenir une densité il suffit de dériver F' 14 ou F' est dérivable.

0 siz <0

2 .
xe /2 §ix >0

Une densité de X est par exemple f(z) = {

Exercice 5:
0

1. Comme t — t g(t) est nulle sur | — oo; 0], I'intégrale / t g(t) dt est absolument convergente et vaut
0.
+o0
Sur [0; +oo[, t — |t g(t)| est continue donc 'intégrale / |t g(t)| dt ne pose probleme qu’en +o0.
0

—00

Soit A > 0, par intégration par parties :

A A A A
ta)dt = | 42e 2 dt = [—212¢ 20 + | ate 2 dt = —2A4%¢72A + | 4te 2 dt
tg o

0 0 0 0

A
Dans lexercice 1 on a calculé : / Ate 2 dt = —24e 24 — e 24 11
0

A
Donc / It g(t)|dt = —2A%e7 24 — A 4 1.
0

+00
Or lim —2A4%241-24¢ 2" —¢72441 = 1 donc l'intégrale / t g(t) dt est absolument convergente
0

A—+o0
et vaut 1.
+oo
En conclusion / t g(t) dt est absolument convergente et vaut 1.
—00

X admet donc une espérance et F(X) = 1.
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1
2. Comme t — t h(t) est nulle sur | — oo; 1], 'intégrale / t h(t) dt est absolument convergente et vaut

0. -
+o0

Sur [1;+oo[, t — |t h(t)] est continue donc I'intégrale / |t h(t)| dt ne pose probleme qu’en +o0.
1

Soit A > 1, par intégration par parties :

A A41n(t) Aln(t)]* (44 4In(A) 4
— = | — — — — S 4
/1 [t h(t)|dt /1 > dt { ; L +/1 - dt i T+

, 4In(A) 4 L +oo
Or lim - — — + 4 = 4 donc 'intégrale t h(t) dt est absolument convergente et vaut
4.
+oo
En conclusion / |t h(t)| dt est convergente et vaut 4.

X admet donc une espérance et E(X) = 4.

Exercice 6:
1. (i) Pour z € [0;1]ona f(z) =0>=0etsixz €[0;1], (1 —2) > 0 donc f(z) > 0.

f est bien une fonction a valeurs positives.
(i) f est bien continue sur | — oo; 0[ et sur |1;4o00[ car f est la fonction nulle sur ces intervalles.

Sur ]0; 1[ f est la composée de fonction continues donc f est continue.

f est donc continue sur R\ {0;1}.
+o0

0
(iii) Les intégrales / f(z)dzx et () dx sont convergentes car f est nulle sur ces intervalles
—o0o 1
et ces intégrales valent 0.

1
Sur [0; 1] la fonction f est continue donc I'intégrale / f(z) dz est convergente. De plus :
0

/0 f@)de = [~(1— 2"t =1

+00 +oo
Donc f(x) dx est convergente et flx)de =1

‘ f est bien une densité de probabilité.‘

2. Par définition F(:I:):/ f(t)dt.
OSix<O,F(x):/ 0dt =0.
- 0 T Ty
eSio<z <1, F(a;):/ f(t)dt+/f(t)dt:/ g(1—75)1/3dt:1—(1—95)4/3.
—00 0 0

e Six>1, F(x)z/o f(t)dt+/1f(t)dt+/xf(t)dt:/12(1—t)l/gdt:1.

0 six <0
Flz)=¢1—-(1—-2)*? sio<r<1
1 sixz>1
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0.5 +

-1 1

+oo
3. Pour les mémes raisons qu’a la question 1, 'intégrale / xf(z) dz est absolument convergente donc
—0o0

Y admet une espérance et :

14
E(Y):/ / z(1 —x)3dx
- 0
1

3 3
_ 4/3 +/ 23 d = [__ 1— o 7/3] _9
= [~ i 71 =e) 7

0

4. P(0,488 <Y < 1,2) = F(1,2) — F(0,488) =1 — 1+ (1 — 0,488)*3 = (0,512)*/3 = 0, 4096

Exercice 7:

1. On a déja vu que X admet une espérance et que E(X) = 1. Montrons maintenant que X admet un

moment d’ordre 2.
0

t — t* g(t) est nulle sur | — oo; 0[, 'intégrale / t* g(t) dt est absolument convergente et vaut 0.

s N
Sur [0;+oc[, t — |t* g(t)| = t*g(t) est continue donc l'intégrale / t* g(t) dt ne pose probleme
0

qu’en +o00.
Soit A > 0, par intégration par parties :

A A A A 3 A
/ £ g(t)dt = / APe™ dt = [—2t%e7*] [ + / 6t%e 2 dt = —24% > + 3 / 4t?e ™" dt
0 0 0 0

A
On a déja calculé dans 'exercice 5 : / 4t2e 2 dt = —2A% 7 —24e7 2 — 24 41,
0

A

3

Donc / 12 g(t)dt = _92A3%e724 342724 _ 34724 — ge_“ + 5
0

3 3 3
Or lim —2A4% 24 _3A4% 24 _ 3424 _ 2442 _ 7
A—+00 2 2 2
400 3
Donc / t*g(t) dt converge absolument et E(X?) = 3

On a donc V(X) = E(X?) - E(X)*=
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2. On a déja vu que X admet une espérance et que E(X) = 4. Montrons maintenant que X admet un

moment d’ordre 2.
1

Comme ¢t — t* h(t) est nulle sur | — oo; 1], 'intégrale / t* h(t) dt est absolument convergente et

vaut 0.
+oo

Sur [1;+00[, t — [t h(t)| = t?h(t) est continue donc l'intégrale / t* h(t)dt ne pose probleme
1

qu’en +o00.
Soit A >1:

/ At2 h(t) dt = / A4lr;<t> dt = [2(1n(t))2}f = 2(In(A))?

+o0
Or lim 2(In(A))? = +oo donc l'intégrale / 2 h(t) dt est divergente.
1

A—+o00

X n’admet donc pas de moment d’ordre 2 et donc ‘X n’admet pas de Variance.‘

Exercice 8:
On rappelle qu'une densité d’une variable aléatoire X qui suit une loi uniforme sur [a; ] est :

1
ix € |ab
f)={1—a si x € [a; b]
0 sinon
PN ) a+b
On sait déja que X admet une espérance et que E(X) = 5

Montrons que X admet un moment d’ordre 2.
a

+o0
t — t2f(t) est nulle sur | — oo; af et sur |b; +oo[ donc les intégrales / t2f(t) dt et / t2f(t) dt sont
b

—00

convergentes et valent 0.

b
De plus ¢t — t2f(t) est continue sur [a; b] donc / t2f(t) dt est convergente.
X admet donc un moment d’ordre 2 et : ‘

b 42 1 $37° b — a3 b? + ab + a?
EX2 = dt: —_ = fry
(X /ab—a b—al?)} 3(b—a) 3

car b — a® = (b — a)(b? + ab + a?) (division euclidienne).
X admet donc une variance et

a

V(X) = B(X?) — B(X?) = 0’ +ab+a®  (a+b)

3 4
AV +ab+a?) —3(a® +2ab+b%)  a® —2ab+ b
N 12 N 12
(- a)?
12

Exercice 9:

Notons X la VAR égale a la distance parcourue par le javelot. D’apres I’énoncé, X suit une loi normale
de parametres m et o.

Le but de cet exercice est de trouver m et o.

L’énoncé nous dit que :

P(X>75)=0,1 e P(X<50) =025
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On sait d’apres le cours que lorsque X suit une loi normale de parametres m et o alors X* =

suit une loi normale de parametres 0 et 1.

X—m 75— 75 —
OrP(X>75):P(X—m>75—m):P< KN m):P(X*> m):1—

o o o
©<75—m '
o
onadonc1—q><75_m> :0,1@<I><75_m> =0,9.
o o
D’apres la table de valeurs on a donc ELUYY 1, 28.

50 — m

o
De méme P(X < 50) = & < ) =0, 25.

Dans la table on ne trouve pas la valeur 0,25 donc on va utiliser une petite astuce : ®(—t) =1 — O(¢).
On a donc ® (5O_m) — 0,25 1@ (m_50) = 0,25 & ® (m_50) = 0,75.

o o o

On déduit de la table de valeur que UL 0,67.

o
Il nous faut donc maintenant résoudre le systeme :

75 —m

m 2 50

g

~ 1,28 o[ T-m~1280  f ma 58,59

‘La longueur moyenne parcourue par le javelot est 58,69 et I’écart type est 12, 82.

Exercice 10:
On rappelle que la fonction de répartition d’'une VAR X qui suit un loi exponentielle de parametre A
est donnée par :

0 siz <0
F(x) =
(z) {1—6_)‘”‘*’ siz >0

1. Notons G la fonction de répartition de Y. Par définition G(z) = P(Y < z) = P(VX < x).
eSiz <0, P(VX <) =0.
eSiz>0,PWX<z)=P(X<2?)=F@a®)=1—e

0 six <0

1—e 2 sigx >0

On montre facilement que G est continue sur R et de classe C' sur R* donc G est la fonction de

répartition d’une variable a densité et une densité de Y est par exemple :

0 six <0
g(x):{ 2

re ™ siz >0

On a donc G(z) = {

2. On pose Z = X? et on note H la fonction de répartition de Z.

Par définition H(z) = P(Z < z) = P(X? < z).

eSiz <0, P(X*?<x)=0.

eSiz >0, P(X?<12)=P(—r <X <V2)=F(2) = F(—/Z) =1 — V7 car F(—+/x) = 0.
0 stz <0

Onaudonc1'17(:1:):{1_6_)\\/E S0
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H est continue sur R et de classe C' sur R* donc Z est une variable & densité et une densité de Z
est par exemple :
0 siz <0
hz) = LG*A\/E six >0
2w
3. On note T la fonction de répartition de X3.
Par définition T'(z) = P(X? < x).
eSiz <0, P(X3<x)=0.
eSiz>0, P(X3<z)=P(X <a') = Fa/3) =1—e "
0 six <0
1—e ™ §ig >0
T est continue sur R et de classe C! sur R* donc X? est une variable a densité et une densité de X3
est par exemple :

On a donc T'(z) = {

0 siz <0
t('x) = )\ _xl/3

5,2/ six >0
T

Exercice 11:

F est strictement croissante d’apres les hypotheses de I’énoncé et est continue sur R car c¢’est la fonction
de répartition d’une variable a densité. Donc d’apres le théoreme de bijection monotone, F' réalise une
bijection de R sur ]liarol F; ligg F[=]0; 1.

On note G fonction de répartition de la VAR Y = F'(X).

Par définition G(z) = P(Y < z) = P(F(X) < ).

e Si z < 0 alors G(z) = 0 (il est impossible d’avoir F/(X) < 0)

e Siz > 1 alors G(x) =1 car I'événement [F'(X) < 1] est certain.

e Si0<x<lalors G(z) = P(X < FY(z)) = F(F!(x)) = .

0 siz<O0
OnadoncG(z)=qz si0<x<1.
1 siz>1

On reconnait ici la fonction de répartition d’'une VAR qui suit une loi uniforme sur [0; 1].

F(X) suit une loi uniforme sur [0;1].

Exercice 12:
1. Par définition F(z) = P(X < z) = / f(t)dt.

—00
T

e Si x < —In2 alors F(x):/ 0dt =0.

—0o0

eSi —In2 <z <0 alors

e Si0< 2 <In2 alors

—In2 0 z 0
F(x)Z/ 0dt+/l 26‘(‘”dt+/0 etdt =[]’ r el =l s et l=C e
e Six >1n2 alors

—1In2 0 In2 T
P [ Cods [ e [Tetars [ o= (]l ¢ - -1

0o —1In2 n2
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(0 siz< —1In2

e si —In2<z<0
On a donc F(z) = q 3

5—6_”“ si0<x<In2
1 six > In2

P(Y <) = P(IX| < 2).

2. Par définition G(x)
e Siz <0 alors G(z
(

)
eSiz>0alors P(|X|<z)=P(—x < X <z)=F(x)— F(—x).
<

1
Donc si x > In2, G(z) = 0=1letsi0<z<In2alors G((z) = ;—ex—eeré:Z(l—ex)
0 stz <0
On adonc G(z) =¢2(1—¢e®) si0<z<In2.
1 siz>In2

On montre facilement que G est une fonction continue sur R et de classe C' sur R\ {0, 1n 2}.
Y est donc bien une variable a densité et une densité de Y est par exemple

o(z) = {26_9” si z € [0;1n 2]

0 sinon

Exercice 13:
1. Y(Q) =N et pour tout k € N :
k+1

PY =k =P(X]|=k)=Pk<X<k+1)= [ f(t)dt

2. a) On a ici une équivalence a démontrer donc on va montrer les deux implications.

o=
k+1
Si E(Y) existe alors Zk f(t) dt est convergente.
k

400
On veut montrer que / tf(t) dt est convergente car on sait que f est nulle sur | — oo; 0 donc
0

0
/ tf(t) dt est convergente et vaut 0.

+00 k+1
Or on remarque que s’il y a convergence : / tf(t)dt = Z / tf(t) dt. Montrons donc plutot
0 k

k=0

100 ,k41
que Z / tf(t) dt est convergente.

k=0"F

k1 k1
OnaVte [kk+1], tf(t) < (k+1)f(t) = kf(t) + f(t) donc / tf(t)dt < k f(t)dt +
k+1 k k
f(t)dt
‘ k+1 k+1 +oo
On sait que Zk f(t) dt converge et de plus Z f(t) dt converge car / f(t) dt converge
k k 0

et vaut 1.

k+1 400
Donc Z / tf(t) dt est convergente et ainsi / tf(t) dt est convergente.
k 0
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X admet donc une espérance.
* <=

k+1
Si F(X) existe alors Z/ tf(t) dt est convergente.
k

k+1

k+1 k+1
Or on a k f(t)dt < / tf(t)dt donc Zk f(t)dt est convergente et ainsi Y admet
k k k

une espérance.
b) Supposons que E(X) existe (alors E(Y) existe). On a vu que
k+1 k+1 k+1

k+1
vl fed < / e dt <k [ fwde+ [ F)dt
k k k k

+00 +00  fk41 +oo
=Yk f(t)dt < Z/ tf(t)dt <> k
k=0 kK k=0"Fk k=0 K

SEY)<EX)<EY)+1

k+1 k+1 k+1

F) dHZ/k Ft)dt

Exercice 14: ECRICOME 2007

1. Une densité d'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre 1 est

0 six <0
g(t)Z{ .

e six=>0

De plusona E(X)=1et V(X) =1
2. La fonction f est nulle sur | — 0o; 0] donc sur cet intervalle ¢’est une fonction continue et positive.

Sur ]0; +oo[ f est le produit de deux fonction continue sur ce méme intervalle donc f est continue
sur |0; +oo[. De plus sur cet intervalle x est positif et 'exponentielle est toujours positive, donc f est
positive sur cet intervalle.

De plus lirp f=1lim f=0= f(0) donc f est continue en 0.
0 0~

Ainsi f est une fonction continue et positive sur R.
+00

Il nous reste a étudier la convergence et la valeur de l'intégrale f(x)dz. Or on remarque que
oo

+oo +o0o
fz)dx = / zg(x)dz et comme on sait que X admet un espérance on peut affirmer que
0 -

o]
—+00

'intégrale f(z) dx est convergente et vaut F(X) = 1.

Donc f est bien une densité de probabilité.
+oo

400
Si E(T) existe, on a E(T) = / xf(z)dr = / 2%g(x) dr. Comme on sait que X admet une

oo o0
variance, on peut donc dire que X admet un moment d’ordre 2 et donc 7" admet une espérance.

D’apres la formule de Koenig,
E(T)=E(X*) =V(X)+E(X)*=2
Ainsi le temps moyen de passage en caisse est de deux unités de temps.

3. a) Par définition de la fonction de répartition Frr(x) = / f(t)dt.

oSix<0,FT(x):/ 0dt=0

—00
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0
—00 0

e Siz >0, FT(:U):/ f(t) dt:/ Odt—i—/ te”" dt. Donc

Fr(z) = / te tdt = [—te "]E +/ e ldt = —ze ™ —e "+ 1
0 0

On a donc bien

Fi(x) 0 siz <0
) =
! l—(z+1e™ six>0

b) On veut calculer

Przy(T <

N
N
|

P(T >1)
P(IKT<2)  Fr(2) - Fr(1)
T 1-P(T<1)  1-Fp(1)
—3e?2+2 ! 2e-3
_ 3¢ + 2¢ _ en multipliant en haut et en bas par e’
2¢—1 2e

4. a) Le client C pourra passer en caisse des que le plus rapide de A ou B aura fini. Donc le temps
d’attente de C' correspond au plus petit temps de passage entre A et B :

M = min(Tx,Tg)

b) Les temps de passage T4 et Tz n’étant jamais négatifs, lorsque ¢ €] — o0; 0], P(M < t) = 0.
Sit e R", alors

PM<t)y=1—PM>t)=1—P([Ta>t|N[Tp >t])
=1—P([T4>t]) x P([Tg >1]) car les temps de passage des clients sont indépendants
1= (1 Py (0)(1 — Fiy (1)
=1—(t+1e " x(t+1)e"
=1—(t+1)2e?

Dons on a bien

P(M < 1) = 0 sit<0
S 1+ 12 sit >0

¢) Notons H la fonction de répartition de M. (H(t) = P(M < t))

Il nous faut montrer que H est une fonction continue sur R et C! sur R sauf peut étre en un
nombre fini de point pour pouvoir affirmer que M est une variable a densité.

e Sur | — 0o : 0[, H est la fonction nulle donc c’est une fonction C!.

e Sur |0; +oo|, les fonction ¢ — (1 +¢)? et t — e~ sont C' donc H est de classe C' sur cet
intervalle.

e Il nous reste a étudier la continuité en 0. On a 1('1)1}1 H=0et 12)511 H=1-1=0= H(0) donc
H est bien continue en 0.

Ainsi H est une fonction continue sur R et de classe C! sur R*.

M est donc bien une variable a densité.

Pour obtenir une densité de M, il faut dériver H et compléter aux points ou H n’est pas dérivable.
Une densité de M est donc le fonction suivante :

h(t):{o sit<0

2(1+t)e ™ sit >0
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