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Suites et Séries Ehdctions

Partie | : Les Suites de Fonctions

Pour z € R, on pose f,(z) =1+x+---+ 2" L

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,). On note f(z) la limite de

la suite (fn(z)) lorsque cette limite existe.
2. On pose, pour z €] — 1,1], pn(z) = f(x) — fn(z). Vérifier que

Quelle est la limite de ¢,, en 1? En déduire que la convergence n'est pas uniforme sur

|-1,1][.
3. Soit a €]0,1[. Démontrer que (f,) converge uniformément vers f sur [—a,a.

On pose, pourn > 1 et z €]0,1], fo(z) = nz" In(z) et £,(0) = 0.

1. Démontrer que (f,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f que I'on

précisera. On note ensuite g = f — f,.
2. Etudier les variations de g.
3. En déduire que la convergence de (f,) vers f n'est pas uniforme sur [0, 1].

4. Soit a € [0,1[. En remarquant qu'il existe ng € N tel que e /" > a pour tout n > ny,
démontrer que la suite (f,) converge uniformément vers f sur [0, a.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions (f,)
suivantes :

1. fu(z) = e ™ sin(2nz) sur R™ puis sur [a, +oo], avec a > 0.

2. fo(z) = m sur R, puis sur [a,+oo] avec a > 0.

Soit a > 0. On définit la suite de fonctions (f,) sur [0,1] par f,(xz) = n®z"(1 — z). Montrer que
la suite (f,) converge simplement vers O sur [0,1], mais que la convergence est uniforme si
et seulement sia < 1.

2.2 vl . .
On pose f, :  — ne ™. Etudier la convergence simple de (f,) sur R. Montrer la
convergence uniforme sur [a, +o00[, avec a > 0. Etudier la convergence uniforme sur |0, 4o0].

Soit f, : R — R définie par f,(z) = {/z2 + % Démontrer que chaque £, est de classe ' sur R

Exo

et que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers une fonction f qui n'est pas
de classe C' sur R

Soit (f,) la suite de fonctions définie sur [0,1] par f,(z) = n’z(1 — nz) siz € [0,1/n] et
fn(z) = 0 sinon.

1. Etudier la limite simple de la suite (f,).
2. Calculer fol fa(t)dt. Y-a-t-il convergence uniforme sur [0, 1]?
3. Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] pour a €]0,1].
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Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions (f,)
suivantes :

1. fa(z) = S;ig” sur R ;

2. fu(z) = (sinz)" cos(z) sur R.

n—1)z

3. fa(z) = e = sur R, puis sur |—o0,b] avec b € R.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (f,,) de fonctions
définies sur R, par:

n
falz) = (1 - 3) pour z € [0,n], et 0 ailleurs.
n

On définit une suite de fonctions f, : [0,1] — R par fy = 0 et, pour tout n € N et tout
zecl=]0,1],

frnr1(z) = fu(z) + %(:1: - (fn(a:))z) :

1. Montrer que la suite (f,) converge simplement sur I vers la fonction z — /z.
2. Démontrer que, pour tout entier n > 1,
vz )

OS\/_—fn(w)Sx/E(l—Tm

3. En déduire que la convergence est uniforme sur 1.

Soit (f,,) une suite de fonctions bornées, f, : R — R. On suppose que la suite (f,) converge
uniformément vers f. Montrer que f est bornée. Le résultat persiste-t-il si on suppose
uniquement la convergence simple?

Soit (f,) une suite de fonctions décroissantes définies sur [0, 1] telle que (f,) converge
simplement vers la fonction nulle. Montrer que la convergence est en fait uniforme.

Soient (f,) et (g») deux suites de fonctions définies sur un méme intervalle I et a valeurs
dans R. On suppose que (f,) et (g,) convergent uniformément sur I vers respectivement f
et g. On suppose de plus que f et g sont bornées. Démontrer que (f,g,) converge
uniformément vers fg.

Démontrer que la limite uniforme d'une suite de fonctions uniformément continues est elle-
méme uniformément continue.

Soit f : R — R une fonction et (B,) une suite de fonctions polynomiales convergeant
uniformément vers f sur R.
1. Justifier qu'il existe un entier N tel que, pour tout n > N et pour tout z € R, on ait
|Pa(x) - Px(a)| < 1.
2. Que dire du polynébme P, — Py?
3. En déduire que f est nécessairement un polynéme.

1. Soient (a, B) € R* avec e < B, M > 0 et (f,)n>0 une suite de fonctions M-
lipschitziennes de [a, 8] dans R. Montrer que si (f,,) converge simplement vers une
fonction f sur [a, (], la convergence est en fait uniforme.

2. Soient |a,b| un intervalle ouvert, et (f,) une suite de fonctions convexes de I dans R
qui converge simplement vers f. Montrer que (f,,) converge uniformément vers f sur
tout segment inclus dans |a, .
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