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Séries wumériques

Partie lll : Les Familles Sommables

Personnalité du jour Riemann
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) est un mathématicien allemand. In-
fluent sur le plan théorique, il a apporté une contribution importante & ’analyse et
a la géométrie différentielle. On lui doit entre autres les notion de Surface de Rie-
mann, Sphére de Riemann, , Intégrale de Riemann, Hypothése de Riemann, Somme
de Riemann, Théoréme de représentation de Riemann, Fonction zéta de Riemann,
Théoréme de réarrangement de Riemann,...

Exercice 1 Etudier la sommabilité dans les cas suivants :

1 1
1) Z T 3) Z —-
. (i+7) x
(i,5)€(N*)? z€QN[1,+o0[
Réponse: Regroupement i+ j constant — Réponse: Il y a une infinité de termes su-
CV ssia > 2. périeurs 1/4.
1 1
2) B Za+]a 4) Z m,a>1,b>1.
(,5)€(N*)? (p,g)EN?
Réponse: Pour a > 1 on a par converité : Ré 1 1
éponse: = som-
2= (3 4 ) < i® 4 & < (i + §)® donc il P a0 " 2
Yy a convergence $si o > 2. mable.

Exercice 2 Série des restes.

+00 400 too +°°
1) Calculer Z Z 2) Calculer en fonction de
n=0k=n : p=1g=p
+00 +o0 ¢(3).
k —I— I
= 2e. 7
feponse: Z()kz K! Z Réponse: —§§(3).
1

‘Exercice 3 On pose a,,, = sin#peta,,=0.

n2 — p2
1) Egpliquer simplement pourquoi la suite double (an p)(n p)enz n'est pas sommable.

o0
Indication : Etudier Z (nn—1

n=1

2) Calculer i i Qn,p et i i Anp-

n=0 p=0 p=0mn=0
(e o) oo oo (e e) (e o)
. 1 . w2 2
Réponse: E np = 3 Stn #0, —g 8= 0. E E np=—""g" =" E E G, p-
p=0 n=0 p=0 p=0n=0
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. +oo $2n+1 “+0o0o .’L'n
Exercice 4 Soit x € C tel que |x| < 1. Montrer que : Z T2l = Z

1—g2n’
n=0 n=1

‘Exercice 5 La fonction ¢ de Riemann est définie pour tous réel x > 1 par :

00 1
C(w):Zﬁ

n=1

Calculer les sommes suivantes :

vas Y e |98 X we YOS Y e

(p,g)e(N*)? (p,9)€(N*)?,plq (p,a)€(N*)2,pAg=1
Réponse: C = A/C(4) =
Réponse: A = ((2)? Réponse: B = ((2)C(4). 5/2.

‘Exercice 6 La fonction dzéta de Riemann
La fonction ¢ de Riemann est définie pour tous réel x > 1 par :
+oo
1
(x) =) —

ne
n=1

Pour tout entier naturel n on note o(n) le nombre d’entiers naturels plus petits que n et premiers
avec n.

1) Montrer que Z o(d)=n
d|n

2) Montrer que pour tous rel xz > 1 :

= pn) _ (z—1)

n* ¢(z)

n=1
1
3) Soit u définie par up 4 = — bour tout p > 2 et q > 2.
p
a) Montrer que la suite u est sommable et calculer sa somme.

+o0 +oo [/+oo
1
b) Prouver l'identité suivante : Z(C(q) —-1)= Z (Z — = 1) =1

nd
q=2 p=1 \n=1

‘Exercice 7 Familles de carrés sommables

1 ™

P(t) dt+z’/ P(e?)e? dh = 0.

1) Soit P € R[X]. Vérifier que : /
0=0

t=—1
1

En déduire : /
t=0

2) Soient 2n réels positifs aq,...,an,b1,. ..

n n
b
Montrer que ZZ Ak 2 <
st

P2(t)dt < %/ |P(e)|? db.
0=

o

3) Soient (ax)ken et (be)een deux suites complezes de carrés sommables.

Montrer que la suite double (}j ) est sommable.
+ (k,£)eN2

Page 2 sur 2


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://myismail.chez.com

