
Exercice 1 Étudier la sommabilité dans les as suivants :1) ∑

(i,j)∈(N∗)2

1

(i + j)α
.Réponse: Regroupement i+j onstant =⇒CV ssi α > 2.2) ∑

(i,j)∈(N∗)2

1

iα + jα
.Réponse: Pour α ≥ 1 on a par onvexité :

21−α(i + j)α ≤ iα + jα ≤ (i + j)α don ily a onvergene ssi α > 2.
3) ∑

x∈Q∩[1,+∞[

1

x2
.Réponse: Il y a une in�nité de termes su-périeurs 1/4.4) ∑

(p,q)∈N2

1

ap + bq
, a > 1, b > 1.Réponse: 1

ap + bq
≤ 1

2
√

a
p√

b
q =⇒ som-mable.

Exercice 2 Série des restes.1) Caluler +∞
∑

n=0

+∞
∑

k=n

1

k!
.Réponse: +∞

∑

n=0

+∞
∑

k=n

1

k!
=

+∞
∑

k=0

k + 1

k!
= 2e. 2) Caluler +∞

∑

p=1

+∞
∑

q=p

(−1)p

q3
en fontion de

ζ(3).Réponse: −7

8
ζ(3).

Exercice 3 On pose an,p =
1

n2 − p2
si n 6= p et an,n = 0.1) Expliquer simplement pourquoi la suite double (an,p)(n,p)∈N2 n'est pas sommable.Indiation : Étudier ∞

∑

n=1

an,n−12) Caluler ∞
∑

n=0

∞
∑

p=0

an,p et ∞
∑

p=0

∞
∑

n=0

an,p.Réponse: ∞
∑

p=0

an,p =
1

4n2
si n 6= 0, −π2

6
si n = 0. ∞

∑

n=0

∞
∑

p=0

an,p = −π2

8
= −

∞
∑

p=0

∞
∑

n=0

an,p.

Personnalité du jour RiemannGeorg Friedrih Bernhard Riemann (1826-1866) est un mathématiien allemand. In-�uent sur le plan théorique, il a apporté une ontribution importante à l'analyse età la géométrie di�érentielle. On lui doit entre autres les notion de Surfae de Rie-mann, Sphère de Riemann, , Intégrale de Riemann, Hypothèse de Riemann, Sommede Riemann, Théorème de représentation de Riemann, Fontion zêta de Riemann,Théorème de réarrangement de Riemann,...
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Exercice 6 La fontion dzêta de RiemannLa fontion ζ de Riemann est dé�nie pour tous réel x > 1 par :
ζ(x) =

+∞
∑

n=1

1

nxPour tout entier naturel n on note ϕ(n) le nombre d'entiers naturels plus petits que n et premiersave n.1) Montrer que ∑
d|n

ϕ(d) = n2) Montrer que pour tous rel x > 1 :
+∞
∑

n=1

ϕ(n)

nx
=

ζ(x − 1)

ζ(x)3) Soit u dé�nie par up,q =
1

pq
pour tout p > 2 et q > 2.a) Montrer que la suite u est sommable et aluler sa somme.b) Prouver l'identité suivante : +∞

∑

q=2

(ζ(q) − 1) =
+∞
∑

p=1

(

+∞
∑

n=1

1

nq
− 1

)

= 1.

Exercice 7 Familles de arrés sommables1) Soit P ∈ R[X ]. Véri�er que : ∫ 1

t=−1

P (t) dt + i

∫ π

θ=0

P (eiθ)eiθ dθ = 0.En déduire : ∫ 1

t=0

P 2(t) dt ≤ 1

2

∫ π

θ=−π

|P (eiθ)|2 dθ.2) Soient 2n réels positifs a1, . . . , an, b1, . . . , bn.Montrer que n
∑

k=1

n
∑

ℓ=1

akbℓ

k + ℓ
≤ π

√

√

√

√

n
∑

k=1

a2
k

√

√

√

√

n
∑

ℓ=1

b2
ℓ .3) Soient (ak)k∈N et (bℓ)ℓ∈N deux suites omplexes de arrés sommables.Montrer que la suite double ( akbℓ

k + ℓ

)

(k,ℓ)∈N2

est sommable.

Exercice 4 Soit x ∈ C tel que |x| < 1. Montrer que : +∞
∑

n=0

x2n+1

1 − x2n+1
=

+∞
∑

n=1

xn

1 − x2n
.

Exercice 5 La fontion ζ de Riemann est dé�nie pour tous réel x > 1 par :
ζ(x) =

+∞
∑

n=1

1

nxCaluler les sommes suivantes :1) A =
∑

(p,q)∈(N∗)2

1

p2q2Réponse: A = ζ(2)2

2) B =
∑

(p,q)∈(N∗)2,p|q

1

p2q2Réponse: B = ζ(2)ζ(4). 3) C =
∑

(p,q)∈(N∗)2,p∧q=1

1

p2q2
.Réponse: C = A/ζ(4) =

5/2.
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