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Matrices et applications linéaires.

Z1
. 1
Exercice 1 . Soit A = (7') EM,(R)et X =] : | € R" tel que AX = 0.
(i+g—1) 1<i,j<n a:.
Soit P: R — R
n Tk oy
t e
— k; (ntk—1)
1) On pose f(t) = t"P(t), calculer f(1), f'(1),..., f™=D(1).
2) En déduire que P(1) = P'(1) = --- = P~ 1(1) = 0.
3) Montrer que P = 0.
4) En déduire que A est inversible.
FExercice 2 .
Soit (ag, ay, ..., a,) une famille d’éléments de K deux a deux distincts.
Pour touti € {0,1,...,n} on pose
{ bonp B [o<jcn i (X = a))

L;

Hosjsn,j;éi (a;i — a;)
(a) Observer que, pour tout j € {0,1,...,n},0ona L; (a;) = 6;;
(oudi; estle symbole de Kronecker (1823-1891) qui est égal & 1 lorsque i = j et 0 sinon)j
En déduire que ces polyndmes forment une base, qu'on notera C
n
(b) Montrer que VP € I, [X], P(X) = ) P(a)L; (X).
i=0
En déduire la matrice de passage de C vers B, ou B la base canonique
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Exercice 2 .
1) Soit X,Y € M, 1(R), on pose A= X'Y.
a) Montrer que rgA =1.

2) Inversement, soit A € M, 1(R) tel que rgA =1.
Montrer que 3X,Y € M,, ;(R) tel que A = X'Y.

n—j

Exercice 3 . Soit A € M,,(K) de coefficients a;; = (—1)"~7 ( i1

P .
=0sip<aqg.
(7)=osin<q

1) Déterminer ’endomorphisme u de K, _;[X] ayant A pour matrice dans la base
canonique de K,,_1[X].
Indication : commencer d’abord par calculer u(1),u(X),...,u(X""!), & partir de
la matrice, puis en déduire u(P) pour tout P € K, _1[X].

2) En déduire A43.

), avec la convention

Exercice 4 .

2 3 1
1) Soit A=| 0 1 0 |, montrer que A est la matrice dans la base canonique
-2 -6 -1
de R? d’une projection dont on precisera le noyau et I’image.

2) Donner la matrice dans la base canonique de R? de la projection p, sur D paral-
lelement & 7 ou

:{ rry+z=0 et m:x+y—2z=0.

r+2y—2z=0
x !
Indication : Poser X = |y | ,p(X) = [ ¢ |, utiliser les relation p(X) € Im p =
z z

D,p(X)— X € kerp = 7 pour trouver des relation entre z’,y’, 2 et x,y,2 puis en
déduire la matrice de p

3) Soit P la matrice d’un projecteur sur un espace vectoriel de dimension finie

montrer que
rg(P) = tr(P)

Indication : chercher une base ou sa matrice s’exprime d’une fagon simple .
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‘Exercice 5 .

0 1 0o ... 0
1) SoitneN*et A= .. 0| € Ma(R), associée & un endomorphisme
: .1
0 ... ... 0
f d’un R— espace vectoriel , F, de dimension n, dans une base B = (e1,...,¢,).

a) Calculer f(ey), pour tout 1 <k <n.
b) En déduire f?(e;), pour tous 1 < k < n, puis la forme de la matrice A2.
c) En déduire fP(ey), pour tous 1 < k,p < n, puis la forme de la matrice AP.
d) En déduire que ™ =0, puis que A" = 0.
2) Inversement soit f un endomorphisme d’un - espace vectoriel , E, de dimension
n tel que f" =0 et f"~1 #£0.
a) Justifier I’existence d’un z( € E tel que f" !(z) # 0.
b) En déduire que la famille 5 = (f"’l(aro), cee f(a:o),aro) est une base de F.
c¢) Donner Mp(f).

‘Exercice 6 . Soit I’application linéaire ¢ : R,[X] — R, [X]
P(X) — P(X+1)
1) Calculer Mg (¢) ou B la base canonique de R, [X] .

2) Dire comment inverser la matrice :
0 1 n
0 1 0
1 n

o (1) (1)

S Mn+1 (R)
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‘Exercice 7 . Concours marocain, 2005 et 2006.
Soit £ un R — espace vectoriel de dimension n € N* et B = (eq,...,¢,) une base de E.
Pour tous 7,j € {1,...,n}, on définit I’endomorphisme de E, noté u;; par la relation
suivante : u; ;(ey) = 0; re;
Avec §;,r =1sij=k ,appellé symbole de Kroeneker.

=0sij#k
On note aussi, F;; la matrice carrée d’ordre n, dont tous les coefficients sont nuls,
sauf celui de la i®™® ligne et j®™° colonne, égal a 1.

1) Montrer que (ui;),, ;-, est une base de L(E).

2) Calculer Mp(u;;), en déduire que (E;;),_, ;, est une base de M, (K)

3) Soit i,j,k,1€{1,...,n} fixés, calculer pour tou p € {1,...,n}, u; joug,(e,), puis en
déduire L; ;. ;.

4) Exprimer la matrice A = (a;;),; ;-,, dans la base (E;;),; ;,, puis en déduire
les produits AEj; et Ej A. T T

5) Application : Soit A = (ai-j)1<ij<n'

a) Montrer que :
AM = MA, VM € M, (K) = A =\, ou A e K.

b) Calculer Tr(AFEy ;).
En déduire que : Tr(AM) =0, VM € M, (K) = A =0.

Exercice 8 . Formes linéaires et trace sur M, (K).

1) Soit ¢ une forme linéaire sur M, (K). Montrer qu’il existe une et une seule
matrice A € M, (K) telle que :
VX e M, (K) ¢(X)=Tr(AX)
2) On suppose que VXY € M, (K) ¢(XY)=¢(YX).
Montrer qu’il existe A € K tel que :
VX e M, (K) ¢(X)=Tr(X)

Exercice 9 . Commutant d’une matrice diagonale.
Soit A € M, (K) et Cq = {M € M, (K) tel que AM = M A}, appelé commutant de A.

1) Montrer que C4 est une sous-algébre de M,,(K).
2) Soit A = diag(\, A2, ..., \,) une matrice diagonale dont tous les \; sont distincts.
a) Chercher Cy4.

b) Soit ¢: M, (K) — M,(K)
M — MA—-AM
Montrer que Im ¢ est I’ensemble des matrices a diagonale nulle.

‘Exercice 10 . Matrices d’une permutation.

Soit n € N*, pour tout o € S,,, on pose P, = (51»700»)) . Avec §;; =1sii=j,

=0sii#j

1<i,j<n
appellé symbole de Kroeneker
1) Calculer P,, pour n=4,0=(12),0 =(123) et 0 =(12)(34).
2) Montrer que P,.P, = P,o,r.

3) Calculer P4, en déduire que P, est inversible et préciser son inverse.

Fin

a la prochaine
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