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SPACES PRÉHILBERTIENS RÉELSE
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Partie 4 : Les Type Concours
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1) Soient E et F deux espaces préhilbertiens réels, et f : E → F une application telle que

f (0) = 0 et ∀ (x, y) ∈ E2, ‖ f (x)− f (y)‖ = ‖x − y‖ .

Montrer que f est linéaire.

2) Soit E un espace préhilbertien réel et f , g : E → E deux applications telles que :

∀ (x, y) ∈ E2, 〈x | f (y)〉 = 〈g(x) |y〉 .

Montrer que f et g sont linéaires.
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Soit a un vecteur unitaire d’un espace vectoriel euclidien E . Pour tout α ∈ R , on considère
l’endomorphisme :

fα : x 7→ x + α 〈a | x〉 a .

a) Préciser la composée fα ◦ fβ . Quelles sont les fα bijectives ?

b) Déterminer les éléments propres de fα .

Soit A ∈ Mn(R) . Comparer d’une part les espaces : Ker A et Ker(A⊤A)

et d’autre part les espaces : Im A et Im(AA⊤).

Soit A ∈ Mn(R) vérifiant :
∀ X ∈ Mn,1(R), ‖AX‖ 6 ‖X‖

où ‖ . ‖ désigne la norme euclidienne usuelle sur Mn,1(R) .

a) Établir :

∀ X ∈ Mn,1(R),
∥

∥

∥A⊤X
∥

∥

∥ 6 ‖X‖ .

b) Soit X ∈ Mn,1(R) . Montrer que si AX = X alors A⊤X = X .

c) Établir :
Mn,1(R) = Ker(A − In)⊕ Im(A − In).
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. Établir rg(tAA) = rgA.
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On munit l'espace E = C([0 ; 1],R) du produit scalaire 〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(x)g(x) dx.

Pour f ∈ E, on note F la primitive de f qui s'annule en 0 ∀x ∈ [0 ; 1], F (x) =

∫ x

0

f(t) dt

et on considère l'endomorphisme v de E déterminé par v(f) = F .

(a) Déterminer un endomorphisme v∗ véri�ant

∀(f, g) ∈ E2, 〈v(f), g〉 = 〈f, v∗(g)〉.

(b) Déterminer les valeurs propres de l'endomorphisme v∗ ◦ v.
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E désigne un espace euclidien de dimensionn.
Soit f : E → E une application non nécéssairement linéaire.
1) On suppose que f conserve le produit scalaire.

Démontrer que f est linéaire.
2) On suppose que f conserve les distances.

Démontrer que f = f(0E) + g , avec g ∈ O(E).

Soit ~v ∈ E \ {~0} et λ ∈ R. On pose pour ~x ∈ E : f(~x) = ~x+ λ(~x | ~v)~v.
Déterminer λ pour que f ∈ O(E). Reconnaitre alors f .
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. Quotients de Rayleigh .
Soit f ∈ L(E) auto-adjoint, on se propose d'étudier les extremum du quotient de
Rayleigh Rf (x) =

(f(~x) | ~x)
‖~x ‖ où x 6= 0E. Soit λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn les valeurs propres de f .

1) Montrer que : ∀ ~x ∈ E, λ1‖~x ‖2 ≤ (f(~x) | ~x) ≤ λn‖~x ‖2.
2) Montrer que si l'une de ces deux ingalités est une égalité pour un vecteur ~x 6= ~0,

alors ~x est vecteur propre de f .
3) Soit (~e1, . . . , ~en) une base orthonormée de E telle que pour tout i : (f(~ei) | ~ei) = λi.

Montrer que : ∀ i, f(~ei) = λi~ei.
4) En déduire que le quotient de Rayleigh de f atteint ses extremums, préciser ces

extremums et en quels vecteurs ils sont atteints.
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. Théorème de Courant-Fisher
Soit E un espace vectoriel euclidien.
1) Soit v ∈ S(E), (i.e : auto-adjoint) tel que

(−−→
v(x)|−→x

)
= 0 pour tout x. Montrer que

v = 0.
2) Soient u1, . . . , up ∈ S(E). On suppose que rg(u1) + · · · + rg(up) = n, et que ∀x ∈

E,
(−−−→
u1(x)|−→x

)
+ · · ·+

(−−−→
up(x)|−→x

)
= (−→x |−→x ) .

a) Montrer que u1 + · · ·+ up = IdE.
b) Montrer que E = Im(u1)⊕ · · · ⊕ Im(up).
c) Montrer que pour tout i, ui est la projection orthogonale sur Im(ui).
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Reconnaître les endomorphismes de R3 dé�nis par les expressions ana-
lytiques suivantes dans la base canonique :

1)





3x′ = 2x+ 2y + z

3y′ = −2x+ y + 2z
3z′ = x− 2y + 2z

Réponse : rotation autour de (1, 0, 1) d'angle − arccos(1/3).

2)





9x′ = 8x+ y − 4z
9y′ = −4x+ 4y − 7z
9z′ = x+ 8y + 4z

Réponse : rotation autour de (−3, 1, 1) d'angle − arccos(7/18).

3)





3x′ = −2x+ 2y − z

3y′ = 2x+ y − 2z
3z′ = −x− 2y − 2z

Réponse : demi-tour autour de (−1,−2, 1).

4)





4x′ = −2x− y
√

6 + z
√

6
4y′ = x

√
6 + y + 3z

4z′ = −x√6 + 3y + z

Réponse : rotation autour de (0, 1, 1) d'angle 2π/3.

5)





x′ =
x√
3

+
y√
2
− z√

6
y′ =

x√
3

+
2z√

6
z′ =

x√
3
− y√

2
− z√

6

Réponse : rotation autour de (−2−√3, 1+
√

2,
√

2−√3) d'angle arccos(
√

6−√2 + 1
2
√

6
).
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. Endomorphismes normaux.
Soit E un espace vectoriel hermitien. Un endomorphisme u ∈ L(E) est dit normal si
u et u∗ commutent.
1) Soit u normal, montrer que si F est un sous-espace propre de u alors F⊥ est

stable par u.
En déduire que u est diagonalisable dans base orthonormale.
La réciproque est-elle vraie ?

2) Soit u ∈ L(E). Montrer l'quivalence entre les propriétés suivantes :
(1) u est normal.
(2) ∀ x ∈ E, ‖u(x)‖ = ‖u∗(x)‖.
(3) Tout sous-espace vectoriel stable par u est stable par u∗.
(4) Si un sous-espace vectoriel F est stable par u alors F⊥ est stable par u.
(5) Il existe P ∈ C[X] tel que u∗ = P (u).

3) Soit f ∈ L(E) tel que f ◦ f∗ = f∗ ◦ f et f2 = −id. Montrer que f est orthogonal.
4) Soit A ∈ Mn(C) de valeurs propres λ1, . . . , λn. Montrer que

AA∗ = A∗A ⇐⇒ tr(AA∗) = |λ1|2 + · · ·+ |λn|2.

Soit A ∈ Mn(R). Montrer que A est symétrique dé�nie positive si et
seulement s'il existe B ∈ GLn(R) telle que A = tBB.
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Fin
À la prochaine
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