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Réduction & Preéhilbertiens

Exercice 1: (e3a 2016, Préhilbertiens)
On consideére l'équation différentielle :

(E) y+y=v

out v est la fonction définie sur R, 2m-périodique et impaire telle que :
Vie [O,E], v(it)=t
2
Vte [z,n] ,v()=m—t
2

On va étudier différentes méthodes de résolution approchée de l'équation différentielle (E) sur
[0, 7].

1. Représenter graphiquement la fonction v sur l'intervalle [-27, 27].

Partie 1 - Approximation dans un espace préhilbertien réel

On note C(R) I'ensemble des fonctions qui sont définies sur R, a valeurs dans R et continues; on
rappelle que C(R) est un espace vectoriel (sur R). On note E l'ensemble des fonctions f appartenant
a C(R) qui sont 2w -périodiques et impaires. Pour des éléments f et g de E, on pose :

o(f, 8 =fo fHgnde

(on notera également (f1g) a la place de ¢(f,g)). Pour n € N*, on définit la fonction

Sy teR—sin(nt)

2. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de C(R).
3. Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

4. Démontrer que la famille (s;),,en+ €st une famille orthogonale de E.
T
5. Démontrer que (v/sy) =2 et (s1/s1) = >

6. Calculer (v/sy).

7. Déterminer le projeté orthogonal de v sur Vect(sy, s2) ol v est la fonction définie en introduc-
tion. Ce projeté orthogonal est noté v,.

8.
(a) Résoudre sur R I'équation différentielle y' + y = sin().

(b) Résoudre sur R I'équation différentielle y’ + y = v,. Déterminer la solution qui s’annule en
0.
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Exercice : (CCP 2021, Reduction)

K désigne R ou C.
On note, pour 7 entier naturel, n>2 :
- M (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n a coefficients dans K.

- D, (R) le sous-espace vectoriel des matrices diagonales de M, (R)

Q1. On munit M, (R) du produit scalaire canonique (<A|B>=trace(tA.B) ), déterminer

(D (]R))L, 'orthogonal de D, (R) pour ce produit scalaire.

n

PROBLEME - Théoréme de décomposition de Dunford
(CCP 2021, Reduction)
On admet le théoreme suivant que 1’on pourra utiliser librement :

Si A4 est une matrice de M, (K) telle que son polyndme caractéristique y , soit scindé sur K, alors
il existe un unique couple (D,N ) de matrices de M, (K) vérifiant les quatre propriétés :

(1) A4=D+N ;

(2) D est diagonalisable dans M (K) (pas nécessairement diagonale) ;

(3) N estnilpotente ;

(4) DN=ND.

De plus, D et N sont des polyndmes en 4 et ¥, = xp.

Le couple (D,N ) s’appelle la décomposition de Dunford de 4.

Partie I - Quelques exemples

Q2. Donner le couple de la décomposition de Dunford d’une matrice 4 de M, (K) lorsque A est

diagonalisable, puis lorsque la matrice 4 de M, ( K) est nilpotente.

Justifier qu'une matrice trigonalisable vérifie I’hypothése du théoréme, admettant ainsi une
décomposition de Dunford.

1 0)(0 1
Le couple de matrices [(O J,( OD est-il la décomposition de Dunford de la matrice

210
11
?

Q3. Donner un exemple d’une matrice de M, (R) n’admettant pas de décomposition de Dunford

dans M, (R).
3 0 8
Q4. Soit la matrice A= 3 -1 6
-2 0 -5
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Calculer son polynéme caractéristique y ,, puis donner le couple (D,N ) de la décomposition

de Dunford de 4 (on utilisera le fait que y , = 7).

QS. Application
—+00
Pourd e M, (K),exp(d) =) iAk est ’exponentielle de la matrice A.
Déduire de la question précédente 1’exponentielle de la matrice 4 définie en Q4.
On pourra utiliser sans démonstration que si M et N sont deux matrices de M, (K) qui

commutent, exp (M +N) = (expM ) (exp N).

Q6. Soit AeM, (K) telle que 4>(4—1,)=0.

Justifier que le polyndme X (X —1) est annulateur de la matrice AZ.
Démontrer que le couple (D,N ) de la décomposition de Dunford de la matrice 4 est donné

par: D=A? et N=A— A2,

Partie II - Un exemple par deux méthodes

3 -1 1
Soit la matrice A={2 0 1
1 -1 2

On note u I’endomorphisme de R3 canoniquement associé a la matrice A.
On notera id I’application identité de R3.

Q7. La matrice 4 est-elle diagonalisable dans M, (R) ?
Démontrer qu’on a la somme directe R=  keru i®) kertu 2id)?.

Q8. Déterminer une base (el, ez,e3) de R3 telle que :
ker(u —id) = vect {el } , ker(u—2id) = Vect{ez} et ker(u —2id)? = vect {62 .85 }
Ecrire la matrice B de u dans la base (el, ez,e3) de R3.

Q9. Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice B et en déduire le couple
(on calculera ces matrices) de la décomposition de Dunford de la matrice 4.

1
(X D) (X -2y

Q10. Décomposer en ¢éléments simples la fraction et en déduire deux polynémes

Uet Vtels que :
(X -DUX)+(X=2)*V(X)=1 avec degU <2 et degV <1.

Q11. On pose les endomorphismes : p =V (u)o(u—2id)? et ¢ = U(u)o (u—id).
Calculer p(x)+g(x) pour tout x vecteur de R3.
Démontrer que p est le projecteur sur ker(u—id) parallélement a ker(u —2id)? et g est le

projecteur sur ker(u —2id)? parallélement a ker(u —id).
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QI12. On pose d=p+2q. Ecrire la matrice de d dans la base (el,ez,e3) de R3 (de la

question Q8).
Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice 4 en exprimant D et N
comme polyndmes de la matrice 4 (sous forme développée).

Partie I1I - Une preuve de I’unicité de la décomposition

Q13. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 7.
Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. On note
A A ,...,ﬂ.p les valeurs propres de u et pour tout 1<i< p, E; (u) le sous-espace propre de u
associ¢ a la valeur propre 4.

Démontrer que tout sous-espace propre de u est stable par v.
En déduire qu’il existe une base commune de diagonalisation pour u et v.
Pour tout 1<i< p, on pourra noter v, I’endomorphisme induit par v sur E; (u).

Q14. Soient 4 et B deux matrices diagonalisables de M, (K) qui commutent. Démontrer que la

matrice A — B est diagonalisable.

QI15. Soient 4 et B deux matrices nilpotentes de M, (K) qui commutent, démontrer que la matrice

A— B est nilpotente.

Q16. Déterminer les matrices de M, (K) qui sont a la fois diagonalisables et nilpotentes.

Q17. Dans cette question, on admet, pour toute matrice carrée 4 de M, (K) a polyndome

caractéristique scindé, I’existence d’un couple (D, N ) vérifiant les conditions (1), (2), (3), (4)
et tel que D et N soient des polyndomes en A.
Etablir I"unicité du couple (D, N) dans la décomposition de Dunford.
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LeCorrigé

Exercice 1: (e3a 2016, Préhilbertiens)

1. L’énoncé demande un tracé a la main mais on va le faire ici avec Python (ce qui répond
en grande partie aux questions 9, 10 et 11).

La fonction est continue et affine par morceaux, il suffit de donner la liste des coordonnées
des points qui contiennent 'information pertinente, ceux d’abscisse k 7 pour k dans [0, 8].
L’imparité de v peut se traduire par
v(t) =t pour tout ¢ dans [0, 5] et v(t) = ﬁ T —t pour [t| € [5,7].
Pour une fonction f, T-périodique et définie par un motif m connu sur un intervalle
[a,a 4+ T[ (ou [a,a + T]), on a (@ (re-)démontrer peut-étre ...)
f)=m(t—[F]-1),
donc, ici, en notant m la restriction de v au segment [—, 7] on a v(t) = m(t —2m [LZ]).

Avec (on suppose tous les modules, sous-modules et fonctions utiles importées)

def mot(t):
if abs(t)<= pi/2:
return t
else:
return t/abs(t)*pi-t
def v(t):
return mot (t-floor((t+pi)/2/pi)*2*pi)

T = [-2*pi+i*pi/2 for i in range(9)]
Y = [v(t) for t in T]

plot(T,Y,’k’)

axhline(color="k’)
axvline(color=’k’)

On obtient :

2.0

1.5F

1.0p

0.5r

0.0

—0.5)

—1.0}

—1.5)

—2.0l L L L L " "
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

REPRESENTATION DE v SUR [—27,27]

2. La fonction nulle est continue, 2 m-périodique et impaire et toutes combinaisons linéaires
de telles fonctions est encore une fonction continue, 2 w-périodique et impaire :
F est un sous-espace vectoriel de C°(R).

3. & Avec la continuité du produit f ¢ sur le segment [0, 7] pour f et g dans E, l'intégrale
©(f,g) est bien définie.

e Avec la commutativité de la multiplication dans R, on a ¢(f,g9) = ¢(g,f) : ¢ est
symétrique.



Avec la structure d’algebre de R et la linéarité de l'intégrale, pour (f,g,h) dans E? et
(a,b) dans R?, on a p(a f+bg,h) = ap(f,h)+bp(g, h) : p est linaire & gauche, et, avec
la symétrie, ¢ est une forme bilinéaire symétrique.

e Avec la positivité de l'intégrale, pour toute f dans E, on a ¢(f, f) = fo )2 dt > 0.
Si, pour une f dans E, on a o(f, f) = 0, alors la fonction f? étant contlnue, a valeurs
positives et d’intégrale nulle sur [0, 7], par théoréeme, f(t) = 0 pour tout ¢t dans [0, 7].
Comme f est impaire, on a alors f(t) = 0 pour tout ¢ dans [—m, 0] et donc pour tout ¢
dans [—m, 7r]. Comme f est 2 m-périodique, on en déduit que f est nulle.

Ainsi ¢ est définie-positive et finalement, ’gp est un produit scalaire sur F ‘

m pour k=0
0 pour k #0 ’

3 on

4. Avec sin(a) sin(b) = 1 [cos(a — b) — cos(a + b)] et / cos(kt)dt = {
0
a, pour (m,n) dans N? tel que m # n, donc m —n # 0 et m +n # 0,

(Sm | $n) = / sin(mt) sin(nt)dt = % /0 (cos[(m — n)t] — cos[(m +n)t])dt =0 :

0

la famille (s,)nen est orthogonale | .

5. Avec s1(t) = sin(t) on a i
(v] 1) = /0 “t sin(t) dt + / (7 — t) sin(t) dt.

Deux intégrations par parties donnent
Jo2 t sin(t) dt = [—t cos(t)]g + [? cos(t)dt = [sin(t)]§ =1
et [7(m—t)sin(t)dt = [—(7 —t) cos(t)]5 — [ cos(t) dt = —[sint]z =1,
2

et finalement | (s; | v) = 2|

En reprenant les calculs de la question précédente pour m = n = 1 on obtient (avec
m—i—n;«éOetm—n:O)‘(sl |sl) =2
6. On a

(v ] s2) = fif

t
f2 t sin(2¢) dt = 3 [t cos(2 02 + : fog cos(2t)dt = T + [sin(2 1))E = z
et f (m —t) sin(2¢t) dt = L[—(m —t) cos(2 Oz - 2 fg cos(2t)dt = —T — %[sin(2 O =-7%

dou|(v | s2) =0].

7. La famille (s1,s2) est une famille orthogonale de vecteur non nuls donc elle est libre
et c’est une base du sous-espace qu’elle engendre. La formule de projection orthogonale

donne alors, en notant vy le projeté orthogonal de v sur F' = Vect(sy, s2),

(v]s1) (vlsa) . . _ 4
Gsalsr) 9 +(82\52) §2 - |V2 = 81

Vg =

8. a) L’équation homogene ¢y + y = 0 a pour ensemble de solutions la droite vectorielle
engendrée par [t — e”'] et il est raisonnable de chercher une solution de 'équation

complete de la forme y = a cos +b sin. Pour une telle fonction on a ¢y’ = —a sin +b cos et
y est solution de I’équation différentielle si et seulement si (a + b) cos+(b — a) sin = sin.
Comme la famille (cos,sin) est libre on obtient le systeme { _Z 1 Z i (1] d’unique solu-

tion (a,b) = (—1,1), d’'ott la (une) solution yo = 3 (sin — cos).
Avec le théoreme de structure, on obtient la dr01te affine des solutions de 1’équation
complete | Solg(y’ + y = sin) = § (sin — cos) + Vect ([t — e7]).

(il n’est pas interdit d’utiliser la méthode de variation de la constante ou d’autres méthodes ...)



9-10-11)

12.

13.

b) La partie homogene est la méme que pour 'équation précédente et vy est continue sur

R. Il ne reste plus qu’a trouver une solution de 1’équation complete.
Avec vy = %Sin et la linéarité de I’équation (parfois traduit en < principe de superposi-
tion > ...), il suffit de prendre cette fois yo = 2 - 1 (sin — cos) = 2 - (sin — cos). Ainsi,

Solr(y' 4+ y = v2) = 2 (sin — cos) + Vect ([t — e77])

™

Le théoreme de Cauchy nous donne existence et unicité pour les (la) solutions du probleme

y+y=v
de Cauch
Y { y(0) =0

déterminé par la condition y(0) = 0, c’est-a-dire ici k = 2.

? . Elle est de la forme y(t) = 2 [sin(t) — cos(t)] + ke~ o k est

Y 4y =
y(0) =0

On a déja répondu a cette question et aux deux suivantes en 1 :

I'unique solution de { est [t 2 (sin(t) — cos(t) +e7)]

v_0_pi est le motif m;
il faut remplacer 8 par N, c’est-a-dire 9 par N + 1;
on a noté T et Y ce que 'énoncé note t et y.

Si on veut écrire court, en copiant la formule mathématique, on peut faire
rectangle = lambda u,a,b,n : sum([u(a+i*(b-a)/n) for i in range(n)])*(b-a)/n
Dans le contexte, il est plus raisonnable de proposer :

def rectangle (u,a,b,n):
h = (b-a)/n
t, s=a, 0
for i in range(n):
t += h
s += u(t)
return s*h

On suppose que la fonction sinus est disponible avec sin et on peut écrire

def v3(t):
return v(t)*sin(3*t)
def n3(t):
return (sin(3%t))**2
ps3 = rectangle(v3,0,pi,100)/rectangle(n3,0,pi,100) # le calcul ...
print(ps3) # et 1’affichage



Exercice : (CCP 2021, Reduction)

1 -Soit D e D,(R) avec D =diag(A,.,...,A,) etsoit 4= (ai .On a alors :

J )131',]'91
7“1“1,1 o ;\‘lal,n

'DA=DA= . :

7\'nan,l o ;\‘nan,n

Donc <D|A> = Zn:%ai’i . Ainsisi 4€(D, (]R))L on a en particulier pour E, , avec k €[[1,n] :

i=1 l
0= <Ek,k |A> =a,,

Donc les coefficients diagonaux de A sont tous nuls. Réciproquement, si Vie ﬂl,n]],al.,l. =0

alors pour toute matrice diagonale D = diag(X,,...,A, ), ona <D|A> = ankiai’i =0.
i=1

L’orthogonal de D, (R) est I’ensemble des matrices A€ 9K, (R) dont tous les coefficients

diagonaux sont nuls.

Probleme : (CCP 2021, Reduction)

Partie I : quelques exemples

2 — Si A est diagonalisable, on pose alors D=4 et N =0 et on vérifie immédiatement que le
couple (D, N) vérifie les quatre propriétés de I’énoncé :

Si A est diagonalisable, sa décomposition de Dunford est (A,O) .

De la méme facon et avec une vérification tout aussi immeédiate :
Si A est nilpotente, sa décomposition de Dunford est (D,N)=(0,4)|

1 1 1 0 0 1
On pose désormais A = , D= et N= .On abien A=D+N, D est
0 2 0 2 0 0

0 2 0 1
diagonalisable car diagonale, N est nilpotente car N° =0, mais ND = (0 Oj et DN = (0 Oj

. On n’a donc pas ND = DN et le couple (D,N ) proposé n’est pas la décomposition de
Dunford de 4.



0 -1
3 — Considérons la matrice 4 =(1 0 J ; son polyndme caractéristique est ¥, = X~ +1. Si 4

avait une décomposition de Dunford (D,N) dans 91, (R) alors d’aprés I’énoncé on aurait
X, =% €t donc la matrice D diagonalisable dans 9, (R) aurait un polyndme caractéristique

non scindé : absurde. Ainsi :

0 -1
La matrice 4= [1 0 j n’a pas de décomposition de Dunford dans I, (]R) .

4—-0Ona:

3-X 8

S _S_X‘:(1+X)(X2+2X+1)

On adonc |y, =(1+X)|

Comme y , est scindé, 4 dispose d’une décomposition de Dunford notée (D,N ) et la matrice
D a pour polyndme caractéristique x, =y, = (X + 1)3. Donc Sp(D) = {—1} et D étant de plus

diagonalisable, elle est semblable a —I, qui n’est semblable qu’a elle-méme.

Donc la décomposition de Dunford de 4 est (D,N) avec D=-I, et N=A+I,, soit

4 0 8
explicitement: N=| 3 0 6
-2 0 -4

5 — Comme (D,N ) est une décomposition de Dunford de 4 ona A=D+ N et ND=DN .
Ainsi exp(A4)=exp(D)exp(N).

Comme D est ici diagonale, on a exp D) ex dlag(e”,e’l,efl) =e'l,.
8 0 8 0 0 O
On calcule maintenant N> =| 3 0 6 |=/0 0 O] etpar suite pour n>2

-2 0 4)-2 0 4 0 00

A" =0.Donc:
5 0 8
exp(N):I3+N= 3 1 6
-2 0 -3
5 0 8
Et finalement : exp(A):é 31 6
-2 0 3

6 —Posons P =X (X —1).Onaalors P(A2)=A2(A2—I3)=AZ(A—I3)(A+I3). Donc :
\—w__J
=0




P=X(X—1) estun polyndme annulateur de A°|

Posons alors D= A% et N=A— A>.
eOna A=D+N.

e P est un polyndme annulateur de A, non nul, scindé et a racines simples. Donc 4° est

diagonalisable.
e Comme A et I, — A commutent,ona N° = 4’ (13 - A)2 =4 (A —13)(A —13) =0, donc
=0
N est nilpotente.

e Comme N et D sont des polynomes en 4, ona ND = DN .

Les points (1) & (4) ont bien été vérifiés et (D,N) =(A2,A—A2) est la décomposition de
Dunford de 4.

Partie II : un exemple par deux méthodes

7 — On calcule en un premier temps le polyndme caractéristique de 4 :

3-X -1 1 2-X -1 1 1 -1 1
w=- 2 -X 1 Cl<—?,+cz_2_X -X 1 |=(X-2)1 -x 1
1 -1 2-X 0 -1 2-X 0 -1 2-X
Puis en retranchant la premiére colonne a la troisiéme et en développant par rapport a C, :
1 -1 >
ta=(X-2)(2-X) =(x-1)(¥-2)
1 -X
Il s’en suit que 4 est diagonalisable si et seulement si E, (A4)=ker(A4—-2I,) est un plan. Or
1 -1 1
A-2I,=2 -2 1|. Les deux derniéres colonnes ne sont pas colinéaires, donc
1 -1 0

rg(A - 213) > 2 et par suite avec le théoréme du rang dim(ker(A -21, )) <1.E (A) n’est donc

pas un plan : |A n’est pas diagonalisable|.

Comme les polyndmes X -1 et (X - 2)2 sont premiers entre eux on a
ker(y,(4))=ker(4-1,)®ker(A4-2I, )’, et avec le théoréme de Cayley-Hamilton :
R* =ker(A4-1,)@ker(4-21L,)" =ker(u—id)®ker(u—2id)’|

2x—y+z=0 0
X =

8 — Pour th(x,y,z)eR3, on résout: AX =X & 2x—y+z=0L ?L{ . On pose
x—y+z=0 s

alors ¢, ="' (0,L,1) et ker(u—id)= Vect{e,} .




x-y+z=0

=0 ,
Puis on résout: AX =2X < 2x—2y+z:0<:>{z . On pose alors e, = (1,1,0) et

x-=y=0
ker(u—2id) = Vect{e, } .
1 -1 1)1 -1 1 0 0
Oncaleule (4-2L,) =[2 -2 1||2 -2 1|=[-1 1 0];
1 -1 O){1 -1 0 -1 1 0
On résout alors (4-2L)' X =0&x=y. On pose e="(0,01) et (e,e) et
ker (u —2id)2 =Vect{e,,e,} . Cette famille étant visiblement libre, elle constitue une base de

ker (u - 2id)2 et comme R’ = ker(u—id)@ker(u - 2id)2 on a par concaténation :

Une base de R* est (e,e,,e;) avec ¢ = t(O,l,l), e, = t(l,l,O) et e, =t(0,0,1). En outre
ker(u—id) = Vect{e}, ker(u—2id) = Vect{e,} et ker(u—2id)" = Vect{e,,e,} .

Onaalors: u(e)=e¢, u(e,)=2e,.On calcule u(e,)="(1,1,2) =¢, +2¢,. Ainsi :

1 00
La matrice B de u dans la base (e,e,,e;) est B=|0 2 1
0 0 2
1 00 0 00
9 — Posons D,={0 2 0| e N,=/0 O 1|. On a clairement B=D,+N,, D, est
0 0 2 0 00
0 00
diagonalisable, N. =0 et N, est ainsi nilpotente et enfin: D)N,={0 0 2 |=N,D,.
0 00

La décomposition de Dunford de B est ainsi (D,,N,) ou D, et N, sont les matrices définies

ci-dessus.

Appelons f et g les endomorphismes ayant pour matrices respectives D, et N, dans
B = (e, e,,e,). Il apparait alors clairement que (f,g) est la décomposition de Dunford de u.

Or A est la matrice dans la base canonique de u, donc si on appelle D et N les matrices
respectives de f'et g dans la base canonique alors (D,N ) vérifie les points (1) a (4) et constitue

la décomposition de Dunford de A.

La matrice de passage de la base canonique a % est P =

—_— = O
O = =

0
0 | et on a ainsi D= PD, P
1

et N=PN,P"'. On détermine P~ en résolvant, pour X = t(x,y,z) et Y = t(a,b,c) :




y=a x=—-a+b
PX=Y&ox+y=b&y=a

xX+z=c z=a-b+c

1 0 0)-1 1 O
D=P/0 2 0|1 0 O
0 021 -11
0 0 0)\(-1 1 O
Ainsique: N=P|0 0 11 0 O —[
1

O =
- o O

-1

-1 1 0 2 0
] 0 0=1 1 O
-2 2 1 -1 2
0

1

0 O

- o O
O = o N
()

0 0 O)\1 -1

2 0
La décomposition de Dunford de 4 est (D,N) avec D=1 1
1

[e)

(¢}

—

=

Il
O = =

-1 2

10 — La décomposition en ¢éléments simples d’écrit sous la forme :
1 a b c

2 = + + 2
(X-1)(x-2) X-1 X-2 (x-2)
e On multiplie par X —1 eton évalueen1: a=1.

e On multiplie par (X — 2)2 etonévalueen2: c=1.

e On multiplie par X et on regarde la limite en 400 : 0=a+b etdonc b=—-1.
1 1 1 1

(X-1)(x-2f X-1 x-2 (x-2)|
Par suite : 1=(X —2)"—(X ~1)(X =2)+(X -1)=(X -2) +(3-X)(X ~1).

Finalement :

Sionpose U=3-X et V=1 on a’égalité de Bézout : (X—l)U+(X—2)2V =1 et de plus
deg(U)<2 et deg(V)<1.

11 — On va utiliser a plusieurs reprises dans cette question que des polyndmes en # commutent.
Ainsi partantde (X —1)U +(X —2)2 V=1onaU(u)e(u—id)+V (u)o(u —2id)2 =1id, puis en
évaluanten xe R’ : | p(x)+¢q(x)=
En outre (u —id)( (x)) =V (u)o(u—id)o(u —2id)2 (x). Or d’aprés le théoréme de messieurs
Cayley et Hamilton on a ( ) (u 21d) =0 et donc p(x)eker(u—id).

De méme (u — 21d (u— 1d) o(u— Zid)2 (x)=0 et g(x)eker(u- 2id)2 .

En résumé, pour x € R’ )€ ker (u- 1d) ,et R’ =ker(u—id)@®ker(u - 2id)2 :
e ker (u — 21d)




On en déduit que p est la projection sur ker(u —id) de direction ker(u - 2id)2 et que g est la

projection sur ker (u—2id)” de direction ker(u—id).

12 — On rappelle que B =(¢;,e,,e;) et que (e ) est une base de ker(u—id) et que (e,,e;) est

1 00
une base de ker(u—Zid)z. Donc la matrice de p dans @ est |0 0 0] et celle de g est
0 0 0
0 00 1 00
0 1 O|.Lamatricede p+2g dans Bestalors |0 2 0].
0 0 1 0 0 2

On reconnait 1a la matrice D, de la question 8 donc p+2g = f (cf question 9 : on a appelé
( /&) la décomposition de Dunford de ). Il s”en suit que :

D=V (4)(A-2L) +2U(4)(4-1)=(4-21) +2(3L, - 4)(4-1,)
Aprés développement : |D=-A4"+4A4-21, et N=A-D=A"-34+2L,|.

Partie 111 : une preuve de ’unicité de la décomposition

13 — Soit A une valeur propre de u et x € E, (u).Onaalors u(x)="Ax etdonc vou(x)="~rv(x)

. Sachant veu =uov on en déduit u(v(x))=Av(x) et donc v(x)e E, (u). On a montré :

[Tout sous-espace propre de u est stable par 1.

P
Comme u est diagonalisable, on a E = G-DIEN (u) , et en appelant v, ’endomorphisme induit par
usur E, (u), v, est diagonalisable (car endomorphisme induit sur un sous espace stable par un
endomorphisme diagonalisable). Soit %, une base de vecteurs propres de v,. Les vecteurs de
B, sont également vecteurs propres de u car éléments de E, (u) Donc les vecteurs de 3, sont

vecteurs propres communs a u et a v.

P
Comme £ = 6:)1 E, (u),laconcaténée B des @, est une base de E, dont les vecteurs sont vecteurs

propres communs & # et & v : on a trouvé une base commune de diagonalisation pour u et v

14 — Soient 4 et B diagonalisables qui commutent d’endomorphismes associés a et 3. Il existe
alors une base de vecteurs propres communs a o et 3. Soient 4' et B' les matrices diagonales
de a et B dans cette base commune de diagonalisation. La matrice dans cette base de a—[3 est

alors la matrice diagonale 4'-B', ce qui montre que A — B est diagonalisable.

15 — On se donne 4 et B nilpotentes qui commutent, d’indices de nilpotence respectifs a et b.
Comme elles commutent, on a avec le bindme de Newton :

(A_B)a+b _ f(azb](_l)mbk AkBa+b—k

k=0




Orpour a<k<a+b ona A°=0 etpour 0<k<a ona a+b—k>b donc B*"* =0, et donc
(A—B)M =0 : A— B estnilpotente.

16 — Supposons que M €9, (K) soit diagonalisable et nilpotente, et soit f'son endomorphisme
canoniquement associé. Il existe alors une base B dans laquelle la matrice D de f'est diagonale
et il existe par ailleurs kN tel que M“=0. On a alors f*=0 puis D*=0. D s’écrit
D =diag(A,,...,A, ) etalors D" = diag(kf,...,k’;) et comme D" =0 les A, sont tous nuls. Donc

D=0 puis f =0 et finalement M =0.
|La matrice nulle est la seule matrice diagonalisable et nilpotente|.

17 — On suppose qu’il existe deux couples (D,N) et (D',N') vérifiant les propriétés (1) a (4)
et tels que D, N, D' et N' soient des polyndmes en 4.

Comme D et D' sont des polynomes en 4, D et D' sont deux matrices diagonalisables qui
commutent. D’aprés la question 14 D—D' est diagonalisable. De la méme fagon avec la
question 15, N—N"' est nilpotente. Or de A=N+D=N'+D"' on déduit N-N'=D-D".
Donc N —N' est nilpotente et diagonalisable donc nulle d’apres la question 16. Ainsi N = N'
puis D=D". On a montré :

La décomposition de Dunford d’une matrice a polyndme caractéristique scindé est unique.




