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Calcul du déterminant de Cauchy
On considere un entier n > 2 et deux suites finies (ax)i1<r<n €t (br)1<k<n de réels telles que a; +b; # 0

pour tout couple (i,7) € {1,...,n}2. Pour tout entier m tel que 0 < m < n, le déterminant de Cauchy
d’ordre m, associé aux familles (ax)i<k<n €t (bg)i1<k<n, st le nombre, noté A,,, égal au déterminant de

; 1
la matrice (ai +bj)

2.1. On suppose qu’il existe (i1,i2) € {1,...,n}?, avec i1 # iz, tel que a;, = a;,. Justifier que A,, = 0.

1<i,j<m

On suppose désormais que les réels aq, ..., a, sont deux a deux distincts et on considére la fraction
rationnelle
L ool -n)
[Timt (X +ak)
n—1 n
2.2. Justifier que les polynomes H(X —by) et H(X + ax) de R[X] sont premiers entre eux.
k=1 k=1

2.3. Décomposition en éléments simples de la fraction R
2.3.1. Préciser les poles de la fraction rationnelle R et vérifier qu’ils sont tous simples.

2.3.2. En déduire que la décomposition en éléments simples, dans R(X), de la fraction R est de la
n

o - . . .
forme R = E g en précisant les expressions des réels oy en fonction des ay et des by.
ag
k=1

2.4. Application au calcul de A,

1 1 1
a1+b1 a1+bn—1 a1+bn
2.4.1. Montrer que apA, = 1 1 1
an—1+b1 o Gn—1+bn_1 an—1+bn
Rb1) -~ R(bn_) R(by)

2.4.2. En déduire que a, A, = R(by)An_1.

o Aas —a) (b — b
2.4.3. Calculer Ay puis montrer que, pour tout n > 2, A, = H1<Z<]<n( d i) z).
[Ti<ij<nlai + b))
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