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Probléeme

On étudie dans ce probléme quelques propriétés des fonctions de Bessel, obtenues a partir
de l’équation différentielle :

(Ba) 22" +ay + (22— a®)y=0

ol o est un parameétre réel positif.
Partie I

1. Déterminer les solutions sur R de 'équation différentielle : 2" + z = 0.

2. Pour deux réels A et B, déterminer un développement limité a l'ordre 1 en 0 de la
fonction z — Acosz + Bsinz.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour que la fonction
Acosz + Bsinz
vz

admette une limite finie en 0. Cette condition étant satisfaite, donner un équivalent de
A—C"s—%ﬁﬂ—m— lorsque z tend vers 0.

T —

Partie II

On consideére dans cette partie I’équation différentielle :
1
) x2y”+:ry’+<2——>y:0

dont on cherche les solutions sur Uintervalle |0, 4oo].

(B

1
2

4. Que peut-on dire de I'ensemble des solutions sur |0, +oo[ de 'équation différentielle
(B)?
2

5. Soit y une fonction de classe C? sur 10, +o0[ et soit z la fonction définie par :

z: 0,400 — R

iy — x%y(x)

Démontrer que y est solution de (E% ) si, et seulement si, z est solution d'une équation
différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
6. Résoudre ’équation différentielle (£ %) sur l'intervalle |0, +o0[.
7. Démontrer que 'ensemble des solutions de (E%) sur ]0, +oco[ qui possedent une limite
finie en 0 est un espace vectoriel de dimension 1.

8. Démontrer qu’il existe une unique solution de (F %) sur |0, +oo[, notée f 1, telle que :

fi(@) ~ o

z—0t s



Partie II1

Dans cette partie, o est un réel fixé, a > 0 et on considere les équations différentielles :

(Ba) 2%y +ay + ("~ a?)y=0
(EL) 2"+ (2a+1)2' + 22 =0

9. On rappelle la définition de la fonction I :
'R}, =R

+o00
T > / e
0

Démontrer que I'(1) = 1 et, pour tout z > 0, I'(z + 1) = zT'(x).

10. On considére une série entiére ), -, a,z" dont le rayon de convergence est noté R et
dont la somme sur l'intervalle |- R, R[ est notée S. On suppose dans cette question que
R est strictement positif.

10. a. Rappeler une définition du rayon de convergence R de la série entiére ano @
10. b. On suppose dans cette question que S est solution de I'équation différentielle
(EL) sur |- R, R[. Démontrer que a; =0 et :

Vne N, (n+1)(n+1+20)apt1+ap-1=0

11. On suppose ici que la suite (a, ),>0 satisfait les deux conditions obtenues a la question
précédente.

11. a. Démontrer que ag,4+1 = 0 pour tout n € N.
11. b. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ), -, an2".
()" (a4 1)

11. ¢c. Dé t e, pour tout enti N: = -
émontrer que, pour tout entier n € asn n!22"I‘(n+a+1)aO

12. Préciser la nature de I'ensemble des solutions sur |0, +oco[ de I’équation différentielle
(Eo).

13. Soit y : ]0, +00[ — R une fonction de classe C*. On définit la fonction z :

z: 0,400 — R
% = 7 %(x)

Démontrer que y est solution de (E,) sur |0, +o0o[ si, et seulement si, z est solution de
(E),) sur )0, +o0].

14. En déduire que la fonction f, définie sur ]0, +oo| en posant :

.|_
Y >0 f (SC) - zo:o (_1)77, 2n+a
e 2 IR Gt 1)3:
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est solution de (E,) sur |0, +oo].
15. Déterminer un équivalent de f,(z) lorsque z tend vers 0.

Dans la suite du probléme, on consideére le cas particulier ol oo = p est un entier naturel
et fp est la solution de (E,) définie par :

+00
B (_Dn T\ 2n+p
Vz € R, fp(z) = 2(:) nl(n +p)! (5)

n=

(insistons sur le fait que cette fonction f, est définie sur R).

16. Pour tout entier p > 1 et tout réel z, expliciter fp_1(z) — fp+1(x) comme somme
d’une série entiére. En déduire l'existence d’'une constante k£ que I'on précisera telle que

fo-1(x) — fpr1(x) = kfp(z).

Partie IV

Dans cette partie, p € N est un entier naturel fixé et on considére la fonction f, définie
dans la partie précédente. On définit également une fonction g, sur R en posant :

1 K
Vz e R, gp(z) = ;/0 cos(pt — zsint) dt

17. Démontrer que g, est de classe C? sur R et expliciter (sous forme intégrale) les fonc-
tions g;, et g,,.

18. En intégrant par parties g, (), vérifier que g, est solution de I'équation différentielle
(Ep)-

T
19. Pour tout entier naturel n € N, on note w, = / sin"(t) dt.
0

19. a. Démontrer que pour tout n > 2, nw, = (n — 1)wp_2.

19. b. Donner I'expression de ws, en fonction de n.
20. Etablir 'égalité :
1 ™
Vz € R, g1(z) = - / sin(t) sin(z sint) dt
0

puis démontrer que go et g; sont développables en série entiére sur R.
21. Démontrer les égalités de fonctions gg = fy et g1 = fi.

22. Démontrer que pour tout entier p > 1 et tout réel z € R :
9p—1(2) — gp+1(x) = 29,(x)

23. Démontrer que, pour tout entier p € N, les fonctions g, et f, sont égales.



Partie V

On consideére dans cette partie un réel x € R fixé et on définit la fonction :

g: R - C
t s Re(eixcost)

(oir Re désigne la partie réelle). On reprend par ailleurs les notations définies dans les
parties précédentes.
24, Démontrer que g est périodique de période 27.

25. Les coefficients de Fourier trigonométriques de g sont notés a,, (n € N) et b, (n € N*).
Rappeler les expressions de ay, et b, et étudier la convergence de la série de Fourier de g
(on donnera I’énoncé complet du théoréme utilisé).

26. Déterminer b,, pour tout entier n € N*,
27. Démontrer que g est m-périodique et que a1 = 0 pour tout entier £ € N.
28. Démontrer que, pour tout entier k € N, ag = 2(—1)*gor ().

29. Démontrer que :

+o00
Vt € R, Re(el®5) = go(z) + 2 Z(—l)nggn(x) cos(2nt)
n=1
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Corrigé

Partie I

1. Classiquement, les solutions a valeurs réelles (respectivement complexes) sont les fonctions de la forme x —
Acosx+ Bsinx, ol (A,B) € R? (respectivement Ce™ + De ™™, ol (C,D) e C?).
2. On aimmédiatement Acosx+ Bsinx =A+Bx+o(x) au voisinage de 0.

. . Acosx+ Bsinx A e .
3. On en déduit que, siA # 0, alos —————— ~ —— en0", etdonc aen 0" une limite infinie.
X

NG

Acosx+ Bsinx

x

Si A =0 et B #0, le développement asymptotique précédent donne B+/x comme équivalent en 0" ; si B =0, la
fonction est la fonction nulle.

Si, par contre, A = 0, alors = By/x+o0(y/x) en 0", donc a pour limite 0 en 0". La condition

demandée estdonc A =0.

Partie 11

4. L’équation (E, /) est linéaire et homogene, I’ensemble de ses solutions est donc un espace vectoriel. De plus, c’est

une équation du second ordre, et le coefficient x> de y” ne s’annule pas sur 10, +oo[, I’espace des solutions est donc
de dimension 2.
32

5. Pour tout x > 0, on a y(x) = x~/2z(x), donc y/ (x) = — 2(x)+x712Z(x)  puis

" 332 -3/2 —1/2_n
Yix) = =2l = () Ham T ()

En substituant dans (E ), on obtient aprés calculs
yestsolutionde (E; ) <= Vx>0 2 (x) +x3%2(x) = 0

Puisqu’on travaille sur |0, +eo, on peut simplifier par x3/2; I’équation cherchée est donc 1’équation 7/ 4z = 0
étudiée en L.
6. Compte tenu de 6. et 1., les solutions (a valeurs réelles) de (Ej/;) sur |0, +eo[ sont les fonctions de la forme
Acosx+ Bsinx
—— "= ou(A,B)cR2%
VX
7. D’apres 3., les fonctions cherchées sont les fonctions de la forme x — Bx~ 1/
engendrée par la fonction x —s x /2 sin.x.

Zsinx, ¢’est-a-dire la droite vectorielle

8. Une fonction vérifiant la condition posée aurait pour limite O en 0, donc doit vérifier A = 0; le 3. montre alors que
la seule solution est la fonction obtenue en prenant A =0 et B = /2/7.

Partie III
9. Onaimmédiatement T'(1)= [;F"e~"dt = [—e"]{" = 1.
D’autre part, si 0 < a < b, alors  [t*e " dt = [~t*¢ "] +x [*r*'e~'dr par intégration par parties. En faisant

tendre a vers 0 et b vers +oo, on en déduit I'(x+ 1) = xI'(x).

10. a. Par exemple, R est la borne supérieure de I’ensemble des ¢ € R, pour lesquels la série ) a,t" converge (ou
pour lesquels (a,t") tend vers 0, ou est bornée,. . .).



b. Puisque S est solution de (E,) sur R’ , on a, pour toutx € | —R,R],

xY n(n— Da x>+ (2a+1) ) na X"+ x Y ax"=0

n>2 n=1 n>0
; Z p(p+1)apix’ +(2a+1) Z (p+ DappixP + Z ay 15" =0
p>1 = P
=a+ Y [(p+1)(p+2a+Dape +api]x” =0
p=1

Pour passer de la premiere ligne a la deuxiéme, on a posé p = n — 1 dans les deux premieres sommes, p =n-+ 1
dans la derniere.
L’ égalité étant vérifiée sur | — R, R[, I’unicité du développement en série entiere montre que les coefficients de la
série entiere du membre de gauche de la derniere équation, sont tous nuls ; ce qui fournit les relations demandées
par I’énoncé.

—a2p—1
Cp+1)(2p+1+2a)
une récurrence immédiate montre que les coefficients d’indice impair sont tous nuls.

11. a. Puisque & > 0 par hypothese, on a donc, pour tout p € N*,  ap,,1 = ; puisque a; =0,

—as,
4p+1)(p+1+a)

Si ag = 0, les coefficients d’ordre pair sont eux aussi tous nuls, la série est la série nulle et son rayon de conver-
gence est infini.

b. Onade méme, pourtout p €N, azpi2 =

Si ag # 0, il est clair que ap, # 0 pour tout n. Soit z € C*. Alors

2(n+1) |Z‘2

A (n+1)< . N
C4n+1)(n+ 14 o) norte

axnZ

2n

et donc, par la regle de d’ Alembert, la série ¥ a,z>"

de convergence R est donc infini.

converge absolument. Ceci étant vrai pour tout z, le rayon

c. Le résultat est vrai pour n = 0 ; le résultat général s’en déduit par récurrence, en utilisant la relation de récurrence
donnée en b. et larelation T'(n+o+2)=n+oa+1)I(n+o+1).

12. Lathéorie n’a pas substantiellement évolué depuis la résolution de la question 4. : ¢’est toujours un plan vectoriel.

13. Le raisonnement est strictement analogue a celui de la question 5. ; on remplace y par x*z dans ’équation (Ey),
et apres simplification par x**! (Iégitime puisqu’on travaille sur R* %), on obtient I’équation (Ey,).

m Pour x € R, posons T (x ngz)aznx
La question 11. montre que T est définie sur R tout entier, et la question 10. qu’elle y est solution de I’équation
(E)-

Enfin, la question 11.c montre que T'(x) = x~ % fy(x) pour tout x > 0; d’apres 13., la fonction f est donc solution
de (Eq) sur RY..

14. Soit (a,) la suite définie par les conditions du 10.b et ap =

15. Avec les notations précédentes, la fonction 7, somme d’une série entiere, a pour limite ay = m en(;
puisque ag # 0, on en déduit

xOC

fa(x) :xaT(x)x:(’)Jr 20‘1“(054— 1)

16. Soient p > 1 etx € R. Le changement d’indice ¢ = n+ 1 donne

=B ) - L 6



On en déduit

o0 n 2n+p—1 oo (_]) 2n+p—1
fP—l( —fprilx Z n+p71) (2) +n 1m(2)

()L St )

n=1

RO
L ()

1 &= 2 2n+p-1
D’autre part :  f,(x) = > Z W ( 2) m (le facteur 1/2 vient de la dérivation de x/2).
n 1

On a donc finalement  f,—1(x) — fp1(x) = 2f,(x).

Partie IV

17. Pour (¢,x) € [0, 7] X R, on pose A(z,x) = cos(pt —xsint). Alors :
e pour tout xp € R, la fonction A(-,xq) : t — h(z,xp) est continue, donc intégrable sur le segment [0, 7] ;
e pour tout 7 € [0, 7], la fonction h(zy, -) est de classe C' sur R ;

Xo) : 1 —> sint sin(pr — xsint) est continue, donc intégrable, sur [0, 7] ;

h
FHS

e pour tout xg € R, la fonction

e pour tout (¢,x) € [0,7] xR, on a x)l < 1, et la fonction constante égale a 1 est intégrable sur [0, 7].

‘ dh t
. 8x . . .

Le facteur 1/7 ne changeant rien au probleéme, le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un parametre
permet de conclure que g, est de classe C' sur R, et que, pour tout x € R,

T oh

1 T
g;,(x):;/o 8x( x)dt = 717/0 sint sin(pt — xsint) dt

On montre de méme que g;, est de classe C', donc que g, est de classe C2, et que, pour tout x € R,
l T
gyx)=—= / sin®# cos(pt — xsint) dt
T Jo
18. Soit p € N. On vérifie facilement que g,(0) = 0, donc que g, vérifie (E,) en x = 0. Pour x # 0, effectuons donc

une intégration par parties dans g;, (x), en primitivant le facteur sint et en ayant soin de ne pas fixer la valeur de la
constante d’intégration :

T
ng (x) = [(C — cost)sin(pt — xsint)]"_, + cost —C)(p —xcost)cos(pt — xsint) dt
p t=0
0
r p
:x/ (cost—C)(——cost) cos(pt —xsinr) dt
0 X

En prenant maintenant C = —p/x, on obtient

2 rm T
mg,(x) = %/0 cos(pt—xsint)dz‘—x/0 cos? 1 cos(pt — xsint)dt

np’ r T2
—gp( x)— x/ cos(pt—xsint)dt+x/ sin“z cos(pt — xsint) dt
0 0
= ;(p gp(x) —x*gp(x) —x’g(x))

et donc g, est solution de (E),).



19. a. Soit n > 2. On effectue une intégration parties :
4 1 1 T2 2
wn:/ sinzsin"™ " tdf = [— cost sin"~ t]{f—k(n—l)/ cos“tsin" “rdt
0 0
T 5 T
:(n—l)/ sin"~ tdt—(n—l)/ sin”1di
Jo Jo
d’ou I’on tire immédiatement la relation cherchée.

b. On en déduit, pour toutn > 1 :

2n—12n-3 1  (2n)'n
2 2n—2 2707 22(n1)2

Won =

ce qui se justifie évidemment par une récurrence simple.

20. Soient x € R etz € [0,7]. On a cos(t —xsint) = costcos(xsin?) + sinzsin(xsinz). Le changement de variable
u = 7 —t donne

b2 0 b2
/ costcos(xsint)dt = —/ (—cosu)cos(xsinu)du = —/ cosucos(xsinu)du
0 0

T

et donc cette intégrale et nulle, ce qui fournit I’expression demandée pour g.

+oo (1 )ky2k Gin2k )52k :
D’autre part, 7go(x) = [, cos(xsint)dt, et on sait que cos(xsint) = ()78“1 Posons f;.(t) = ()—sm
= (2k)! (2k)!

pour tout ¢ € [0, 7].

Les fonctions fj sont continues par morceaux donc intégrables sur [0, 7] et la série Y fi converge simplement sur
2k

[0, 7], de somme cos(xsint) continue sur [0, 7]. Enfin, on a clairement |f;(¢)| < ; pour tout k et tout 7, d’ou,

(26!
2%

ko[ @l < =
pour tout &, /0 |fe(2)]dr < 20!

On sait qu’alors on peut intervertir intégrale et somme ; autrement dit,
T 1o T om +o (—l)k b2
mgo(x / Y filt)de = Z/ fi(ydr =Y [ / sin2ktdt]x2k
k=0 k=070 =t K)o

*i" =D &

TV qui constitue le développement cherché.
= 2% (k)

On montre de méme, a partir de la formule établie au début de cette question, que

T
; donc la série Z / | fx(2)| dt converge.
Jo

La question 19.b donne alors  go(x) =

foo (1)K
ﬂgl(X)kZ(’){(z(k—i)l)!/ s1n2k+ztdt} 2krd

+oo k

y (G)) 2kt

) 22K+ E (k+-1)!

21. 11 suffit de comparer les développements en série entiere obtenus a la question précédente, a ceux qui ont été
donnés en fin de partie III pour les fonctions f.

En utilisant de nouveau 19.b, on obtient alors  g;(x) =

22. Pour tout (a,b) € R%, on a cos(a —b) —cos(a+b) = 2sinasinb. Avec a = pt — xsint et b = t, cela fournit, pour
tout p € N*ettoutx € R :

1 V3
gp—1(x) — gp1(x) = = / 2sin(pt —xsinr) sint dr = 2g),(x)
Jo
23. L’égalité a déja été vérifiée aux rangs O et 1. Si elle est vraie jusqu'a un rang p > 1, alors g, = gp—1 —

2gp fr—1—2 fp par hypothése de récurrence ; la question 16. montre alors que g,+1 = fp+1, ce qui acheve la
récurrence.



Partie V

24. La valeur de g(¢) ne dépend en fait que de cost, g est donc clairement 27-périodique.

25.Ona a,=1 02” cos(nt)g(t)dt pourtoutn € Net b, =1 02” sin(nt)g(¢)dt  pour tout n € N*.
On a en fait g(r) = cos(xcost) pour tout 7. Les théorémes usuels montrent donc que g est de classe C* sur R.
Elle est donc en particulier continue sur R et de classe C' par morceaux, ce qui suffit pour que sa série de Fourier

converge vers g uniformément sur R.
26. Puisque g(¢) ne dépend que de cost, g est paire ; on sait qu’alors ses coefficients b, sont tous nuls.

27. Soit t € R; alors xcos(f + ) = —xcost ; par suite exp(ixcost) et exp(ixcos(r + 7)) sont conjugués, donc ont
méme partie réelle. On a bien g(z + ) = g(¢), g est m-périodique.
Soit alors £ € N. Le changement de variable t = u 4 7 donne
T

/zncos((Zk—i-l)t)g(t)dt:/O”cos((2k+1)u+(2k+l)n)g(u—i-?t)du:—/0 cos((2k + 1)u)g(u)du

et donc f;™ cos((2k+1)1)g(r)dr = 0, ce qui donne az 1 = 0.

28. Soit donc k € N. Commencgons par noter que
/s T
g (x) :/ cos(2kt)cos(xsint)dt—|—/ sin(2kt) sin(xsint) dt
0 0

Comme a la question 20., le changement u = & — ¢ permet de montrer que la deuxieéme intégrale est nulle.
D’autre part, la fonction figurant dans la premiere intégrale est m-périodique ; on a donc

1 (2«
g (x) = 3 / cos(2kt) cos(xsint) dt
0
Posons enfin ¢ = u+ /2 dans cette intégrale :
1 37/2 T (—l)k 2
g (x) = f/ cos(2ku + k) cos {xsin (u+ —)} dt = 7/ cos(2ku) cos(xcosu)du
2 —/2 2 2 0

le dernier changement de bornes étant justifié par la 27-périodicité de la fonction intégrée. Cela fournit bien a;, =
2(—1)*ga(x).

29. Compte tenu des questions 26. a 28., le résultat demandé exprime simplement le fait que g est la somme de sa
série de Fourier.
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