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PROBLEME CCP 2019

n

Dans ce sujet une série de fonctions L, est une série de fonctions E a, — ou (a,),> estune

nx1 X
suite de réels telle que la série enticre E a,x" soit de rayon 1.
n>1
Partie I - Propriétés

n

Soit une série de fonctions L, : E a

n>1

n
1-x"

Q4. Sixe ]—1,1[ , donner un équivalent de 1—x" pour n au voisinage de +o.

xi’l
— converge absolument.

Démontrer que pour tout x e ]—l,l[ , la série Zan
n>1

Remarque : la série L, peut parfois converger en dehors de l'intervalle ]—1,1[. Donner un

exemple de suite (a,,),>; telle que la série L, converge en au moins un x, n'appartenant pas

a l'intervalle ]—1,1[ .

n

QS. Démontrer que la série de fonctions E a, converge uniformément sur tout segment

n>1

[-b,b] inclus dans l'intervalle |11 .

1—x"

x}’l

1—x"

+ 00
Q6. On pose, pour tout x € ]—l,l[ , f(x)= Z a,

n=1

Justifier que la fonction f est continue sur l'intervalle ]—1,1[ et démontrer ensuite que la

fonction f'est de classe C! sur l'intervalle ]—1,1[ . Donner la valeur de f7(0).

Q7. Expression sous forme de série entiere
Onnote A=N"xN".
Lorsque (u,, ,)(n, p)e4 €St une famille sommable de réels, justifier que

+00 +00 +00

Z Zun’p =Z Z u , [»ou I, ={(k,p)e A, kp=n}.

n=l\ p=1 n=1\ (k,p)el,

Démontrer que pour tout x € ]—l,l[ , la famille (a,x"" )(n.p)ea €St sommable.

+90 n +90

En déduire que pour tout x € [-1,1[, Z a, i — = z b,x" ou b, = Zad
n=1 n=1 d|n

(d|n signifiant d divise n).



Partie II - Exemples

QS.

Q9.

Q10.

QIl.

QI12.

+00
1

On admet que Z—z = % et on pose, pour f € ]O,+oo[ , ()=
n

Q1.

Dans cette question, pour n =1, a, =1 et on note d, le nombre de diviseurs de n. Exprimer,

n
X

1-x"

comme la somme d'une série entiére.

+ 0
pour tout x € |-L1[, f(x)= Z a,
n=1

Dans cette question, pour n =1, a, = @(n) ou ¢(n) est le nombre d'entiers naturels premiers
avec n et inférieurs a n.

Justifier que la série enticre E a,x" estderayon 1.

n>1

On admet que pour n>1, n= Z(p(d ). Vérifier ce résultat pour n=12.
d ‘n

n

o0
Pour x € |-1,1[, exprimer Z @(n)

n=l1

— sous la forme d’un quotient de deux polynémes.
-X

En utilisant le théoréme de la double limite, établir a 1'aide du développement en série entiére

()"

n

+ 00
de la fonction x > In(1+ x) sur l'intervalle ]—1,1[ , la valeur de la somme Z

n=1

Dans cette question et la suivante, pour n>1, a,=(-1)" et pour tout xe]—l,l[,

+0o0 n
X
f(x)=) a, —.
—Xx
n=1
En utilisant le théoréme de la double limite, calculer hmM et donner un équivalent de
x=>0 X

f(x) au voisinage de 0. Retrouver le dernier résultat de la question Q6.

—In2

Démontrer qu'au voisinage de 1, f(x) ~

On pourra remarquer que pour x € |0,1] I-x !
P Aauerauep U x4l

EXERCICE I

2 —
te !

n=l1

Justifier que la fonction f est intégrable sur ]O,+oo[ puis, a l'aide d'un théoréme d'intégration

+00 t

terme a terme, calculer 1'intégrale j dr.

0 e -1

FIN
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EXERCICE I

R te™?
On admet que Z — = — et on pose, pour t €]0, +ool, f(t) =
n=1 n

6

—t

t
Q1. L’application t — T

— est continue sur |0, +o00[

_t+o(t)
~t+o(t)

— En 0*: f(¥)

en 0

=1+ o(1), donc elle est prolongeable par continuité en 0F, donc elle est intégrable

1
— En +o0: f(t) ~te"t =0 <t2>’ donc elle est intégrable par la régle de Riemann
Donc f est intégrable sur ]0, +oo.
+oo
x

Pour tout ¢ > 0, on a Vz € |-1,1[: 1 = Zx” Comme e~* € ]0, 1], alors
—x

n=1

te™t =
. — — § te—nt
—¢ n=1

Les fonctions f, : t € ]0,+oc[ — te™™ sont continues par morceaux sur |0, +oo[ et, en vertu de I'étude qui

précéde, la série Z fn converge simplement et sa somme f est continue sur ]0, +o0]
n>1
Les fonctions f,, sont intégrables sur |0, 4+o00[ et par une intégration par parties

+oo +oo . 1
n(t)|dt = te”™Mdt = —
R A

1 . . .
Avec g — converge, on en déduit, par le théoréme d’intégration terme a terme, que
n>1

“+ o0

teo ¢ Hoo 1 v
/0 etfldt_/o f(t)clt_zjﬁ_E
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PROBLEME
Q5. Soit b € [0,1] et € [—b,b], on a:

n 7 n

b , n
T D’autre part |a,| T3 oo lan|b™ et la

n

1—2am

T
1—2an

an < an|

série E a,b" converge absolument car elle est de rayon 1. Donc la série de fonctions E an
n>1 nz1l
normalement, puis uniformément, sur le segment [—b, b]

converge

+ n

x
6. O , tout z €] — L,1[, f(z) = ¥t
Q n pose, pour tout z €] [, f(x) n:1a o

n

Continuité: Pour n € N*, on pose f,, 1z € |-1,1[— a,

1—2zn

— Pour tout n € N*, application f,, est continue sur |—1,1]

— Soit [—b,b] C ]—1,1[. D’aprés la question Q5, la série Z fn converge uniformément sur [—b, b]
n>=1

Par le théoréme de la contuinuité de la fonction somme f est continue sur |—1,1]

Régularité de C':

— Pour tout n € N*, lapplication f,, est de classe C! sur |—1,1] et

, B nxnfl
Veel-L1[, f.(z)= anm
— Soit [-b,b] C ]-1,1]
Pour = € [—b,b] et n € N*, on a:
-1 1
nlx|" nb"
(@) < lan] ——— < |an]| ———
)] < fonl G2 < lonl s
nbn—l
D’autre part |a,| ——— ~ nla,|b" et la série dérivée Z na,b’™ converge absolument car elle
(1 _ bn)2 n—-+oo vt
nz
n—1
est de méme rayon que a,b". Donc la série de fonctions anL converge normalement,
(1—am? T

n>1 nz=1l
puis uniformément, sur le segment [—b, b].

Par le théoréme de dérivation terme & terme la fonction f est de classe C! sur lintervalle | — 1,1].

too nx™—1
Va € 71,1, "(z) = an,
O S s

En particulier f/(0) = a4

Q7. Expression sous forme de série entiére
On note A = N* x N*.

— Soit n € N* I'élément (1,n) € I, donc I,, #
— Soit m,n € N* tels que m # n. Si (p,q) € I, N I, alors n = pg = m, donc m = n. Absurde
— Pour tout n € N*, on a I,, C A, donc U I, C A. Inversement si (p,q) € A, on pose n = pq, donc il existe

neN*
n € N* tel que (p,q) € I, ainsi A C U I,. D’ou U I,=A
nen~ neN-

On conclut que (I,), oy~ est une partition de A. Alors par le théoréme de sommation par paquets

f(gunm): Z “n,pZiO Z Uk,p

n=1 (n,p)eA n=1 \(k,p)€ln

On montre que pour tout x €] — 1,1[ , la famille (anx"p)(n,p)eA est sommable.
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— Soit n € N*, la série géométrique Z|an\ |z"P| de raison |2"| € [0,1] est convergente de somme

p=1
Zlallx””l jan § :

— On a |ay] Lﬂ ~ an| |z|" et la série Z anx" converge absolument car elle est de rayon 1. Donc
1-— |:E| n—+o00
n>1
Z| n| T converge.
n>1

Donc par le theoréme de Fubini, la famille la famille (anx”p)(n’p),e 4 est sommable

— Déduction:
+oo xn 400 400
E ap—— = E E apz"? = E anpx"?
1—2zn
n=1 n=1p=1 (n,p)EA

—+oo

S % wa

n=1 \ (k.p)€ln

—+oo

- F e

n=1 \(k,p)€l,

Mais Z ak—Zak,doncZan — —me ou b, Zak

(k,p)ely k|n k|n

Partie II: Exemple

Q8. D’apreés la question Q7, pour tout = €] — 1,1],

Ou b, = Z 1=d,. Ainsi f(z Zdnx
k|n
Q9. Dans cette question, pour n > 1, a, = ¢(n) ot p(n) est le nombre d’entiers naturels premiers avec n et inférieurs
an.

— Soit n € N*, on a 1 < ¢(n) < n, donc R, an" <R. Zanx” <R. ZJ;"

n>1 n>1 n>1

Or R. an” =R, an” =1, donc R. Zanx" =1

n>=1 n>1 n>1
— L’ensemble des diviseurs entiers de 12 est D12 = {1,2,3,4,6,12} et par définition
(1) =p(2) =1
P(3) = p(4) = ¢(6) = 2
p(12) = 4

On a bien Z p(d) =12
d|12
— Soit z €] — 1,1], d’aprés la question Q7, on a

“+o00 n +oo +o00
Z ¢(n) 1 . o Z Z p(d)x" = Z nz"
n=1 n=1 d|n n=1
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+oo +oo
n n— z z
OI‘E nx ZQZE nx 1=ﬁ alOl“bf() m
n=1 n=1

Q10. La fonction In(1 + ) est développable en série entiére sur | — 1,1[ et on a :
— (_1)n—1 n
Vrel-1,1[In(l+2) =Y 2z
n=1 n
— La série Z ~————2" converge simplement sur [0, 1]
n=1

— Pour tout z € [0,1] et n € N*, on a

too o aNk—1
Z(lli 2| <

k=n-+1

fikan 1

1
La suite () est de réels positifs, indépendante de x, et de limite nulle, donc la suite de fonctions
n>1

+1
L. (_1)n71 n . , ~
des restes de la série Z ————z" converge uniformément vers 0
n>1 n
-1 n—1 -1 n—1
—PourtoutnGN*,ona( ) " (=1) eR
n n——+o0o n
Par le théoréme de la double limite
+oo -1 oo n—1
: =" (=1
In(2) =1 —x" =
n®) = lm 3 e ,
n=1 n=1
n
=—1In(2)
Q11. Soit b € [0,1] et x € [—b,b] \ {0}.
n—1 n—1 n—1 1
—_ : E— — D __ ~ n—1 1 fint n—
On a: |a, | S |an| T autre part |a,| T 5 e leo lan| D"~ et la série Téanb converge
n—1
absolument car elle est de rayon 1. Donc la série de fonctions Z anlxin converge normalement, puis
—x

n>1
uniformément, sur [—b,b] \ {0}

n—1 a; sin=1 o
— Pour tout n € N*, on a a,, —_— . Par le théoréme de la double limite

— 2™ nodoo | () sin>1
lm —hmg an =a;=-1
z—0 z—0 — "

Donc f(z) ~ —=x
z—0

— On conclut que f est dérivable en 0 et f/(0) = —1

+oo n
Q12. Pour tout z € [0,1[, on a (1 — ) f(x) = (1 — x) (—1)”1 i
— :L'n

n=1

— Soitn>1letxe0,1],o0na

xn+1 " a:"(x _ 1)

_ — <0
1—gntl 1 —gn (1 —zntl)(1—2an)

— 0. Donc la série Z "(1—x) i v
— :L"ﬂ/

n>1

et est alternée vérifiant le critére spécial des séries

11—z ’ﬂ*>+00

alternées, alors elle converge
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— Pour tout z € [0,1] et n € N*, on a

+o00 n

k=0
$n+1
En introduisant I’application 1),, définie sur [0, 1], par ¥, (z) = —; . Une telle fonction est de classe C*,
>
k=0

par les théorémes généraux, et Vo € [0, 1[:

n n
(TL + l)xn Zxk _ Z‘n+1 Z k‘xk_l
w/ (.’E) — k=0 k=1

(=)

n

(n+1)z™ + Z (n+1-— k)x”+k

k=1
k=0
. . 1
Donc v, est croissante sur [0, 1], avec ¥,(0) =0 et lim v, (z) = ——, on gagne
z—1~ n+1
+oo
z" 1
> (=)r(1-u) -
e 1—x n+1
La suite ( n 1) est de réels positifs, indépendante de x, et de limite nulle, donc la suite de fonctions
n n>1
des restes de la série Z (-D)™(1 —2) 1 a converge uniformément vers 0
— xn
n>1
— Pour tout n € N*, on a (—1)"(1 — x) A (=" ll (=1" eR
’ 1—an nl  noteo  n '
>t
k=0
Par le théoréme de la double limite
“+ o0
_1)n
lim (1 —2)f(z) = (=1) = —1n(2)
r—1- 1 n
In2
Ainsi au voisinage de 1, f(z) ~ 1 ne
—x
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