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Partie I

Convergence des séries par transformation d’Abel

On considére une suite de réels (ay), une suite de complexes (b,,) et on note pour tout entier naturel
n n
n, S, = Y. arby et B, = Y bg.
k=0 k=0

1. a) Pour tout entier k > 1, déterminer by en fonction de By et Bj_.

n—1

b) Montrer que, pour tout n € N*, S, = > (ax — ag+1) Bk + an By, (on remarque que By = by).

k=0

2. On suppose que la suite (By,) est bornée et que la suite (a,) est décroissante de limite nulle.

a) Démontrer que la série > (a, — ap+1) converge.

n>0

b) En déduire que la série > a,b, converge.

n>0

Partie 11

Applications aux convergences de quelques types de séries

1. Soit (ay,) une suite décroissante de limite nulle. Montrer que la série ) (—1)"a, converge.

2. Dans cette question, € est un réel différent de 2k (k € Z) et a un réel.

n
a) Calculer, pour tout n € N*, 3 ¢,
k=1

b) Montrer que, pour tout o < 0, la série

611’1,9

«
n>1 "

c) Montrer que, pour tout a > 0, les séries > CO‘;(%G) et >

d) Montrer que, pour tout a > 1, les séries .
n>1 n>1

gentes.

n>1 n>1

no

e) On suppose que 0 < o < 1.

cos(2n0)

i) Vérifier que la série > == 3 est convergente.

n>1

est divergente.

cos(nf) ot Z

n>0

sont convergentes.

sont absolument conver-
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.. - in2(nd .
ii) Montrer que la série > Smﬂ# est divergente.
n>1

iii) En déduire que Y Sinéifa) n’est pas absolument convergente.
n>1

3. Soit (¢,) une suite de nombres complexes telles que la série > ¢, est convergente. Montrer que,
n>0
pour tout réel a positif, la série >° 2 est convergente.
n>1

Partie IT1

Une autre méthode pour montrer la convergence de quelques types de séries

Dans cette partie, nous considérons une fonction réelle f définie sur R™, continue, positive et décrois-
sante. Pour tout réel strictement positif s, on pose,

or(s) = /0 T sty

1. Montrer que la fonction ¢y est bien définie sur R**, (on rappelle que R** est I'ensemble des
nombres réels strictement positifs).

1—-t si0<t<1
. Soit g la fonction définie sur R, par g(t) = { ~ 7, déterminer .

N

0 sinon

3. Montrer que, pour tout k € N, tout s € R* et tout t € [k, k + 1],
k1
e s p(k4+1) < / e StF(t)dt < e f (k)
k

4. Montrer que, pour tout N € N et tout s € R**,

N N N
[t < Y et gy < [ eyt + £0)
0 =0 0

5. En déduire que, pour tout s € R**, la série Y. e~ "% f(n) converge.
n>0

400
6. Montrer que, pour tout n € Net tout s € R*+, [T e~ f(t)dt < k*%:—&-l ek f(k) < [T estf(t)dt.

7. a) Montrer que, pour tout n € N et tout (s,s’) € R*T x R*t
—+00
+00 e—st e—ks +o00 e—st
] Toor dt < k}ﬂ:ﬂ o Shn e dt.

b) Montrer que, pour tout n € N et tout s € R**,

+oo ks
Lemm+Ds —In(1 + e~(mHs)) < 3 Treks o < s(e —In(14e7")).
k=n-+1 €
too —ks
c) Déterminer lim ok

sg%Hwk:n+1

+oo —ks
d) Déterminer un équivalent de > ﬁj, quand s tend vers 0+.
k=n+1

8. Soit f une fonction réelle définie sur R™, continue, positive et croissante.

a) Montrer que, pour tout s € R*, 0+°° e‘SQtf(e_t)dt converge.

—+00
b) Montrer que, pour tout s € R*, 0 < > e_SZkf(e_k) - f0+oo G_SQtf(e_t)dt < f(1).
k=0
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Partie I

Convergence des séries par transformation d’Abel

n n—1
1. (a) Soit k€ N". OnaBy=)» bj=> bj+by=Bp_1+ by, donc b = By — By_1.
=0 =0

(b) Soit n € N*. On a

S, = Z arbr = agbg + Z aibi
k=0 k=1

n
= agby + Z ai(Bg — Br—1) d’apres la question précédente
k=1
n

n
= agbo+ Y _axBr— Y arBr_
k=1 k=1

n—1 n
= agby + anB, + Z apBr — Z arBr_1

k=1 k=1
n—1 n—1
= agby + an B, + Z apBr — Z aj+1B; on a effectué le changement d’indice j =k — 1
k=1 j=0
n—1 n—1
= apB,+ayBy + Z arp B — Z ap+1Br  car By = bg
k=1 k=0
n—1 n—1
= a,Bn+ Z ax By — Z ak+1 B
k=0 k=0
n—1
= anBn+ Y _(ar — ar1)Br.
k=0

n
2. (a) Pour tout n € N, on a g (ar — ag+1) = ap — ap41 > o, donc? la série g (an — an+1) est convergente
n—-+0oo
k=0 n>0

+0o0
et Z(an — apt1) = ap.
n=0

1. Ce corrigé est proposé par Adham Elbekkali, professeur de mathématiques de la classe PCSI 2 au CPGE de Tanger

2. Définition : Soit Zun une série numérique. On dit que la série Z un est convergente, si la suite (S, ) des sommes partielles, définie

par
n
vneN, S, = E Uk,
k=0
+oo n
est convergente. Dans ce cas : E U, = lim E U
0 n~>+ook 0
n= =

adhamcpge@gmail . com 1/16 Adham Elbekkali



(b) Pour monter que la série Z an by, est convergente, alors, par définition de la convergence d’une série, il suffit
n>0
qu’on montre que la suite (.5,,) de ses sommes partielles est convergente. Or, d’apres la question I.1.b, on a

n—1

vneN, S, =a,B, + Z(ak — ag+1) By,
k=0
n—1
alors il suffit qu’on montre que les suites (a,B;,) et (Z(ak — akH)Bk) sont convergentes.
k=0
On a
» Onaa, — 0 et lasuite (B,) est bornée, donc a, B, ——— 0, ainsi la suite (a,, B;,) est convergente.
n——400 n—+400
» La suite (By,) est bornée, donc B, = O(1), par suite (ap —an4+1)B, = O(ap—an41) et comme la

n—+oo n—-+oo
série E (an — an+1) est convergente d’apres 1.2.b, alors la série E (an — an41)By, est aussi convergente,

n>0 n>0
n—1
du coup la suite des sommes partielles (Z(ak - ak+1)Bk> est convergente.
k=0

Donc la série g anby, est convergente.
n>0

Partie 11
Applications aux convergences de quelques types de séries

n

1. Pour tout n € N, on pose b, = (—=1)" et B, = Zbk" donc pour tout n € N, on a B,, = Zbk = Z(—l)k =

k=0 k=0 k=0
1—(-pmt : . : o o
—5 € {0,1}, du coup la suite (By,) est bornée, et comme la suite (ay) est décroissante de limite nulle,
alors, d’apres la question 1.2.b, la série Z anby, = Z(—l)"an est convergente.

n>0 n>0
2. (a) Soit n € N*. On a 6 est différent de 2kn (k € Z), donc e est différent de 1 puis

n

n 0\ ind : né

A N\ K } 1— (e } 1—em int1 Sl
Zemezz<eze) — ot ( ) — ot it ( )
k=1

2
P L—e? L—e sin (3)

inf

(b) Soit & <0, on a = 7% 0, dés lors la série Z ¢

na n—-+o00 n——+00
n>1

diverge grossierement.

1 .
(c) Soit a > 0. Pour tout n € N*, on pose ap, = —, b, = ¢ et B, = Z b. D’apres la question 1.2.a, on a
n

k=1
i1, sin (%) 1
VneN*, By =|> byl = =l x N2 < ,
=[x =2 i (®) | Fa @)

donc la suite (B,,) est bornée, et comme la suite (a,) est décroissante de limite nulle, alors, d’apres la question
N oind ) . end cos(nb)
1.2.b, la série Z anB, = Z o est convergente. Il en résulte que les séries Z Re = Z —

ne ne
n>1 n>1 n>1 n>1

m9 : 0
et Z Im < > = Z s1n(;z ) sont aussi convergentes.

n n
n>1 n>1




(d) Soit @ >1.0na

. |cos(nb) 1 sin(nf) 1
N N T T | S e
1 cos(nf sin(nd
et, comme la série de Riemann Z — est convergente, alors les séries Z (a)‘ et Z <a)‘ sont
n>1 n>1 n n>1
_ . cos(nd) sin(nf)
convergentes et par suite les séries Z — et Z o sont absolument convergentes.
n>1 n n>1 n
(e) (i) On a 0 est différent de 2kw (k € Z), donc 26 est aussi différent de 2km et, comme o > 0, alors, d’apres
20
la question II.2.c, la série Z %Z) est convergente.
n>1 n
(ii) On a
Vn € N* sin?(nd) _1- cos(2nb) _ 1 cos(2nh)

no 2n« 2n« 2ne

1 cos(2n6
la série de Riemann Z o est divergente (a < 1) et la série Z 7(1a> est convergente d’apres la
n>1 n>1
sin?(nf)

question précédente, donc la série E -

n>1

est divergente en tant que somme d’une série convergente

et d’une série divergente.

. 9 L2 2 9 . 2 9
(iii) Soit n € N*. On a |sin(nf)| > sin?(nd), donc jsin(nf)| > sin(n6) et, comme la série g sin” (nf) est
ne n®
n>1
sin(nd
divergente d’apres la question précédente, alors la série E w est aussi divergente, ainsi la série
n

n<l

sin(nf)
Z — n’est pas absolument convergente.
n>1 n
n
* 1 - , .
3. Posons, pour tout n € N, ap = — et By = ch. La série Z ¢, étant convergente, donc la suite des sommes
n
k=1 n>1
partielles (By)n>1 est convergente et par conséquent elle est bornée et, comme la suite (ay,)n>1 est décroissante de

.. N . o &
limite nulle, alors, d’apres la question 1.2.b, la série g AnCn = E —Z est convergente.
n>1 n>1

Partie I11

Une autre méthode pour montrer la convergence de quelques types de séries

1. Soit s € RY.
La fonction t — e~ *! f(t) est continue sur [0, +oc[ en tant que produit de deux fonctions continues sur [0, 40|,
donc 'intégrale /+<>0 e St f(t)dt est impropres en +o00.
La fonction f est Odécroissante et minorée (car elle positive), donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, elle

eAStf(t) : —st 1
i 0 et par suite e *" f(t) ool ) Or

admet une limite finie en 400, du coup t2e st f(t) =

+00 oo
I'intégrale de Riemann /1 =) est convergente, alors /0 e f(t)dt est convergente. Ainsi ¢ f(s) est bien définie

*
pour tout s € RY,..

2. La fonction g est définie, continue, positive et décroissante sur R*, donc, d’apres la question précédente, g est



définie sur RY et on a

“+o00 +oo 1
Vs € RY, gog(s):/ e=g(t)dt = / o dt+/ :/ oSt (1 — )t
0 0 1 0

wp [ e Sl —1t) =1 ! _Stdt 1 Sl K s
- s - s s 52 T s * 87(6 -
t=0 0 t=0

st

. Soit k € N.

Les fonctions f et t — e *" sont décroissantes, donc

Vielkk+1], flk+1)<ft) < f(k) et e ks <ets <ohs

d’ou
Vi€ [k k+1], e FTDIf(k+ 1) <e ™ f(t) < e F f(k),

alors , par croissance de 'intégrale, obtient

k+1 k+1 k+1
/ e s £l 4 1) dt < / e B r(t)dt < / e ks f(k)de
k k k

c.a.d.

k+1
e s p(k4+1) < / e f(t)dt < e f(k).
k

. Soient N € N* et s € RY.

D’apres la question précédente, on a

k+1
Vk e [0,N —1], e *F+Dspk41) < / e B () dt < e *f(k),
k

donc
N-1 k+1 N-
Ze k+lsfk+]. Z/ —tSf Z ka
k=0 k=0

En effectuant le changement d’indice j = k + 1 dans ’expression du premier membre de I'inégalité précédente et

en appliquent la relation de Chasles dans 'expression du deuxiéme membre de I'inégalité précédente, on obtient :

N N N-1

S eI () < /0 ety < Y e k),
j=1 k=0
c.a.d
N N N-1
Sepm) < [ e 3 e,
k=1 k=0
c.a.d
N N N N-1
ek fk) < [ ef(t)dt et e BfE)dt < Y e f(k),
Yot J >
N N N-1 N-1 N
et, comme Z e R f(k) = Z e R f(k) = f(0) et e f(k) < e P f(k)+e N f(N) = Z e s f(k), il vient
k=1 k=0 k=0 k=0 k=0

N N N
efks . efts e efts efks
St f - f0 < [t imar e et rmars et ),

k=0 k=0



par conséquent
N N
VN € N*, / e f(t)dt < Z o f(k) / e (1) dt + f(0),
0

et on voit que I'inégalité est encore valable pour N = 0. Finalement

N N N
VN €N, /O e P ft)dt < e (k) /Oe—tSf(t)dt+f(o).

k=0

. La série E e " f(n) est & termes positifs, donc?, pour montrer qu’elle est convergente, il suffit qu’on montre que
n>0
la suite de ses sommes partielles est majorée. D’apres la question précédente, on a

n n +oo
—ks —ts —ts
vn €N, kz_oe f(k‘)é/O e f(t)dt+f(0)§/0 e f(t)dt + f(0),

donc la suite des sommes partielles de la série Z e " f(n) est majorée et par conséquent la série Z e " f(n) est
n>0 n>0
convergente.

. Soient s € R} et n, N € N* tels que n < N . D’apres la question ITL.3, on a

k+1
Vk € [n,N], e s p(k+1) < / e B f(t)dt < e R f(k),
k

donc
k+1

N N N
PO ERED B IR CL D SR
k=n k=n k k=n

En effectuant le changement d’indice j = k + 1 dans ’expression du premier membre de I'inégalité précédente et

en appliquent la relation de Chasles dans I’expression du deuxiéme membre de I'inégalité précédente, on obtient

N+1 ‘ N+1 N
S et [ et Y e,
j=n+1 n k=n

c.a.d
N+l N+1 N
S e f() < / eyt < 3 R ().
k=n+1 n k=n

En faisant tendre N — 400, on obtient

+00 +oo oo
PO TCEY RS URTES SRR
k=n+1 n k=n

oo +00 +00 t+oo
ek [ Cetima e [ etid< Yy e ),

k=n+1 k=n

3. Soit E U, une série a termes positifs. Alors :
n>0

n
Z u, converge <= la suite de ses sommes partielles est majorée <—= IM >0 : Vn € N, Zuk < M.
n>0 k=0



donc
+ +o0o

Tt R dt et / Tetpmdr S e ),

n+l k=n+1

+o00 +

> et < [
k=n+1 n

ainsi
+oo

400 +o00
/ e f(t)dt < Y e_ksf(k:)g/ et f(t) dt.

+1 k=n+1 n
7. (a) Soient n € Net (s,s') € RL x RY.
On considere la fonction f définie sur Ry par

1

On voit que la fonction f est continue, positive et décroissante, donc, d’apres la question précédente, on a

400 400 400
/ e P dt< Y eksf(k)gf et f(t) dt,

+1 k=n+1

too  o—ts +oo e—ks too  o—ts
/ ts’ dt < Z ks’ < / ts’ dt.
nt1 l+e k:n+11+e n 1+e

(b) Soient s € R% et n € N*. En prenant s’ = s dans la question précédente, on obtient

too  o—ts +oo e—ks too  g—ts
—dt < — < —dt.
/n-i-l 1+ ets _kZ 1+eks—[1 1+ ets

=n-+1
On a
400 —ts +oo —ts +o0 ( ftS)Q
e e e
/ ts dt :/ ts(a—ts dt :/ —is dt
n l+e n els(eTts 4+ 1) n e+
“+00 (e—ts)2 + e—ts _ e—ts +o0o i e—ts
:/ pa dt:/ e s_iefts+1dt
n n
—ts In(1 —ts\ 7 t—+00 1
- {_e pRlre )] =~ (e =In(l+e7))
S S t—n S
+oo —ts 1
et en remplagant n par n + 1, on obtient / Lt dt = - (e_("+1)5 —1In(1+ e_(”H)S)) .
nt1 1+e's S
D’ot la double inégalité
1 X e 1
s (e_(nH)S —In(1+ e_("+1)s)) < Z Troks = g (™™ —In(1+e™))
k=n+1
(c) D’apres la question précédente, on a
1 ©X e 1
ot o) ey
S e S
k=n+1

1 1
et, comme lim - (e_(”H)s —In(1+ e_(”+1)5)) = lim - (e7™ —In(1+e ™)) =0, alors, d’apres le théo-
§—+00 § s—+o00 §
too e ks
reme des gendarmes, lim — =
s—+00 ) 1+ ers

k=n+



(d) D’apres la question IIL.7.b, on a

L —mr1) (n+1) ~ ek 1
—(n s —(n s —ns —ns
Vs >0, ;(e —In(l+e ))S Z 1+eks_g(e —In(1+e™™)),
k=n+1
donc
+oo efks
vs >0, (e_(nH)S ~In(l+ e—(n+1)5)> <5 Z 1 + eks < (e —In(l+e™™)),
k=n-+1
et, comme lim (e_(n+1)5 —In(1+ e_(”+1)5)> = lim (e7™ —In(1+e ™)) =1—In2, alors, d’apreés le théo-
s—0t s—0+
too —ks +oo —ks
N . € N € .
reme des gendarmes, lim s ——,;=1-In2 dous Z ——, ~_ 1—In2 et par suite
s—0T 14 e 1+ e s—o+
k=n-+1 k=n+1
*i:” e ks 1—In2
k=n+1 1+ ekS s—0F s '

8. Considérons la fonction g définie sur R par

vtE Ry, g(t) = fle™).

» La fonction f est positive, donc la fonction g est aussi positive.
» La fonction t — e~ ¥ est continue sur R, & valeur dans R, et la fonction g est continue sur R, , donc, par
composition, la fonction g est continue sur R..

» Pour tout £, € R, on a

t<t = —t' <t
=¥ < et carla fonction exp est croissante

= f(e_t,) < f(e™), car la fonction f est croissante

donc la fonction g est décroissante.
(a) Soit s € R*. Puisque la fonction g est continue, positive, décroissante et s? e R* , alors, d’apres la question

2

+oo +o0
III.1, l'intégrale / e S lg(t)dt = / e*SQtf(e*t) dt converge.
0 0

(b) Soit s € R*. Puisque la fonction g est continue, positive, décroissante et s> € R* , alors, d’apres la question
I11.4, on a

N N N
VN €N, / gty dt <> e g (k) < / e g(t)dt + g(0).
0 0

k=0
En faisant tendre N — +o00, on obtient

+oo 2 = 2 oo 2
/ gyt <3 e g(k) < / et g(t) dt + (0),
0 k=0 0

par conséquent

+00 +eo
03 e - [ et e ar< s
k=0 0
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