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Groupe 2

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

Probléme 1 Elementary Level

Partie A: . Polyndbmes de Laguerre :
On pose pour entier, n et réel, x : L,(x)=(j 1)"e(x"e )M
1) Montrer que L, est un polynéme, préciser son degré, ainsi que son coe cient
dominant.

2) Donner Log;Li;Lo: .
+1

i
3) Pour f;g :R! R fonctions polynomiales, on pose i !j'g = f (D)g(t)e dt.
0
Montrer que cet intgrale existe et qu‘ainsinon muni R[X] d'un produit scalaire.
4) Montrer que si k<n alors (x"el *)K) (0)=0.

5) En déduire que pour tout k<n ona: <Lg;L,>=0, puis que (Lk)o. k- n €St une

famille orthogonale.
Z + l

6) Pour tout entier k ,on pose Iy = tkel tdt, justi er I'existence de cet intgrale,

0
puis base orthonormée de Rj[X].
+1
7) En déduire  min (t? + at + b)%e’ 'dt.
(ab)2R?

Partie B: . Polynémes de Tchebychev :
On pose pour n entieret j1- x- 1, Th(X) = cos(nArccos(x)).

1) Montrer que Tp+1 (X) + Tny 1(X) = 2XTr(X).
2) Pourtous f;g:[j 1;1]! R continues, on pose :

IR 0T
lf]'g = ilp—li t2dt

Montrer que cet intégrale existe et qu'ainsi on muni C([i 1;1];R) d'un produit
scalaire.

3) Montrer que la famille (Tk)o- k- n est une famille orthogonale.

Partie C: . On munit R[X] du produit scalaire suivant
YA 1

<PiQ>=  P()Q(tdY
0

Pour tout P 2 R[X], on pose :

C(PXX) = (X2 X)PAAX)+(2X i )PAX)

s(P)(X) = P(1j X)
1) Montrer que ';s dé nissent des endomorphismes sur Rn[X] pour tout n 2 N®
2) Donner leurs matrices dans la base canonique B=(1;X;:::;X ™).
3) En déduire leurs valeurs propres, sont-ils bijectifs ? diagonalisables ?

4) Montrer que 8k 2 JO;nK9ILy 2 R,[X] tel que deg(lk)= k;co(Lx)=1;" (Lk) = k(k+
1)L.

5) {;V‘Iiontr('a( que 3|.8(E>;Q) 2 RoBX " ona: s ; .
PR = P (@ et §PIR = "PiNQ) .
6) En déduire que (Lo;:::;Ln) est une base orthogonale de Rj[X].

7) En utilisant c. Dire pourquoi les matrices de 's dans (Lo;:::;Lp) sont symé-
triques, expliciter ensuite ces matrices.

8) Montrer que s est une ré exion, préciser par rapport quel hyperplan. Page 1/2
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Probleme 2

. Matrice de Gram.

Soient C = (x1;:::;Xp) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel euclidien E de
dimension n, t?t_ Gram (x1;:::;Xp) leur matrice de Gram de type p£ p, dont les coe -
cients sont (X;jX;). On pose i( X1;:::;Xp) =det( Gram (X1;:::;Xp))

Soit B =(e;;:::;€,) une base orthonormée de E, et A= M g(0O.

1) a) Comparerrg A etrg (Xi;:::;Xp).
b) Préciser le type de la matrice A, ainsi que ses co cients.

c) Montrer que 'AA = Gram(Xq;:::;Xp).
d) Montrer que ker'AA = ker A, en déduire que rg (X1;::i;Xp) =
rg Gram(xqy;:::;Xp). X
2) a) Montrer que detG estinchangé si on remplace Xy par Xk j LiXi
i6k
b) Soit F = Vect (x1;:::;%,) et x 2 E.
Montrer que  d(x;F)? = {CXLEiXniX),
a (F) i( X1;::73Xn)

3) On suppose dans cette question que B une fammile quelconque de E, vériant
la relation suivante : 0
8cx2E; kxk?= (xje)?
i=1

a) Démontrer que (er;:::;€,) est une base de E.

X
b) Démontrer que : 8 x;y 2 E; (Xjy)= xje)yije).
i=1
c) On note G la matrice de Gram de e;;:::;€,.
Démontrer que G2 = G et conclure.
4) Soit u2L(E), on suppose dans cette question que B une base quelconque de E.
Montrer que j( u(er);:::;u(ey)) = (det u)?j( er;:::;en).
5) Soit A 2 matn;pR. Montrer que  det(!AA) , 0.

, s , Y .
6) Soit un tétraédre ABCD tel que AB = AC = AD =1 et (AB;AC) 24, (AB;AD )

Y. Y,
§4, (AC;AD) 54. Calculer son volume.

7) Soient B, B° deux bases quelconques de E. On note P la matrice de passage de
B BC et G;G°les matrices de Gram de B et B Quelle relation y a-t-il entre P,
G et G°?

8) Soit (e;:::;€) une basexde E, G sa matrice de Gram et Gi 1 =(4g;).
Montrer que : 8 x2 E; aj (8 ] %(8 j %) = kxk°.

isj

9) Soit B = (€;:::;8) une base non orthonormée de E, G sa matrice de Gram
f 2L(E) et M sa matrice dans B.
a) Montrer que f est auto-adjoint si et seulement si MG = GM.

b) Montrer que f est orthogonal si et seulementsi 'MGM = G.
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