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Probleme Type CNC

Dans ce probléme, K désigne le corps R ou le corps C et E est un K-espace vectoriel non nul.

Si f est un endomorphisme de FE, pour tout sous-espace F' de FE stable par f on note fg
I’endomorphisme de F' induit par f, c’est-a-dire défini sur F' par fp(x) = f(x) pour tout = dans F'.

Pour tout endomorphisme f d’un K-espace vectoriel E on définit la suite (f™),en des puissances

de f par
f9=Idg,
fFl = fo ff = fFof pourtout k dans N.
On note K[X] 'espace vectoriel sur K des polynémes a coefficients dans K et, pour tout n de
N, K, [X] le sous-espace de K[X] des polynémes de degré au plus égal & n.

Pour n > 1, M, (K) est 'espace des matrices carrées a n lignes et a éléments dans K et M,, 1 (K)
est 'espace des matrices colonnes a n lignes et a éléments dans K.

Premiere partie

Dans cette partie, f est un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel FE.

I.A — Montrer qu’une droite F' engendrée par un vecteur u est stable par f si et seulement si u est
un vecteur propre de f.

1.B -
I.B.1) Montrer qu’il existe au moins deux sous-espaces de E stables par f et donner un exemple

d’un endomorphisme de R? qui n’admet que deux sous-espaces stables.

I.B.2) Montrer que si F est de dimension finie n > 2 et si f est non nul et non injectif, alors
il existe au moins trois sous-espaces de E stables par f et au moins quatre lorsque n est
impair.

Donner un exemple d’endomorphisme de R? qui n’admet que trois sous-espaces stables.

1.C -

I.C.1) Montrer que tout sous-espace engendré par une famille de vecteurs propres de f est stable
par f. Préciser I’endomorphisme induit par f sur tout sous-espace propre de f.

I.C.2) Montrer que si f admet un sous-espace propre de dimension au moins égale a 2 alors il existe
une infinité de droites de E stables par f.

I.C.3) Que dire de f si tous les sous-espaces de E sont stables par f 7

I.D - Dans cette sous-partie, F est un espace de dimension finie.

I.D.1) Montrer que si f est diagonalisable alors tout sous-espace F' de E admet un supplémentaire
dans E stable par f.

On pourra partir d'une base de F' et d'une base de E' constituée de vecteurs propres de f.
I.D.2) Montrer que si K = C et si tout sous-espace de E stable par f admet un supplémentaire

dans E stable par f, alors f est diagonalisable.
Qu’en est-il si K=R 7



Deuxiéme partie

Dans cette partie, n et p sont deux entiers naturels au moins égaux a 2, f est un endomorphisme
diagonalisable d’'un K-espace vectoriel E de dimension n, qui admet p valeurs propres distinctes
{A1,..., Ay} et, pour tout i dans [1,p], on note E; le sous-espace propre de f associé a la valeur
propre ;.

II.LA — 1l s’agit ici de montrer qu'un sous-espace F de FE est stable par f si et seulement si

F = é(F NnE;).
=1

P
IT.A.1) Montrer que tout sous-espace F' de E tel que F = @(F N E;) est stable par f.
i=1

IT.A.2) Soit F' un sous-espace de E stable par f et x un vecteur non nul de F'.

P
Justifier I'existence et I'unicité de (z;)1<i<p dans Ey x - - - x E, tel que = = Zazz
i=1
IT.A.3) Sion pose H, = {i € [1;p] | z; # 0}, H, est non vide et, quitte & renuméroter les valeurs
propres (et les sous-espaces propres), on peut supposer que H, = [1;7] avec 1 < r < p.
T

Ainsi on a = = le avec x; € E; \ {0} pour tout ¢ de [1;7r].
i=1

On pose V, = Vect(z1,...,x,).

Montrer que B, = (z1,...,x,) est une base de V.

I1.A.4) Montrer que pour tout j de [1,7], f/~!(z) appartient & V, et donner la matrice de la famille
(fj_l(x))1<j<r dans la base B,.

II.A.5) Montrer que (f/~!(z))1<j<, est une base de V.

IT.A.6) En déduire que pour tout i de [1,7], x; appartient & F et conclure.
II.B — Dans cette sous-partie, on se place dans le cas ou p = n.

I1.B.1) Préciser la dimension de E; pour tout i dans [1;p].

I1.B.2) Combien y a-t-il de droites de E stables par f 7

I1.B.3) Sin >3 et k €[2;n— 1], combien y a-t-il de sous-espaces de E de dimension k et stables
par f 7

I1.B.4) Combien y a-t-il de sous-espaces de E stables par f dans ce cas? Les donner tous.

Troisieme partie
ITI.A — On considére 'endomorphisme D de dérivation sur K[X] défini par D(P) = P’ pour tout P
dans K[X].

ITI.A.1) Vérifier que pour tout n de N, K,[X]| est stable par D et donner la matrice A, de
I'endomorphisme induit par D sur K,,[X] dans la base canonique de K, [X].

ITI.A.2) Soit F' un sous-espace de K[X], de dimension finie non nulle, stable par D.

a) Justifier I'existence d’un entier naturel n et d’un polynéme R de degré n tels que R € F
et F'C K,[X].

b) Montrer que la famille (D'(R)),_,., est une famille libre de F.
c) En déduire que F' = K,[X].
ITT.A.3) Donner tous les sous-espaces de K[X] stables par D.

III.B — On considére un endomorphisme f d'un K-espace vectoriel £ de dimension n > 2 tel que

fr=0et f71£0.



II1.B.1) Déterminer 'ensemble des vecteurs u de E tels que la famille By, = (f""(u)),_,_, soit
une base de E.

ITI.B.2) Dans le cas olt By, est une base de £, quelle est la matrice de f dans By, ?
ITI.B.3) Déterminer une base de E telle que la matrice de f dans cette base soit A,_1.

IT1.B.4) Donner tous les sous-espaces de E stables par f. Combien y en a-t-il ?
Donner une relation simple entre ces sous-espaces stables et les noyaux Ker(f*) pour i dans

[0,n].

Quatrieme partie
Dans cette partie, n est un entier naturel non nul, M est dans M, (R) et f est 'endomorphisme

de E = M, 1(R) défini par f(X)= MX pour tout X de E.

01,

' 1 sik=/¢

IV.A — Sion pose X; = | : ol 0pp = ot " et B, = (Xi)1<i<n la base canonique de E,
n CT0 sik£e

n,t

quelle est la matrice de f dans B, ?
IV.B — Montrer que si n est impair, alors f admet au moins une valeur propre réelle.

IV.C - Dans cette question, A = o + i3, avec (o, 3) dans R?, est une valeur propre non réelle de M
et Z de M, 1(C), non nul est tel que MZ = \Z.

Si M = (mij)i<ij<n, on pose M = (mj;)i<ij<n avec mj; = T;; (conjugué du nombre
21 21

.. 2 . . — . _

complexe m; ;) pour tout (i,j) de [1;n]" etsi Z=| 1 |,onpose Z= | : | avec 2z, =%
Zn 2

pour tout 7 de [1;n].

1 - 1 _
OnposeXzi(Z—FZ) et Y:2(Z—Z).

2i
IV.C.1) Vérifier que X et Y sont dans E et montrer que la famille (X,Y) est libre dans E.

IV.C.2) Montrer que le plan vectoriel F' engendré par X et Y est stable par f et donner la matrice
de fr dans la base (X,Y).

IV.D — Que penser de affirmation : < tout endomorphisme d’un espace vectoriel réel de dimension
finie admet au moins une droite ou un plan stable > 7

IV.E — Existe-t-il un endomorphisme de R[X| n’admettant ni droite ni plan stable ?

IV.F — Dans cette question on considére le systéme différentiel linéaire S : X’ = AX associé a la

1 -4 0
matrice A=11 -2 -1
1 1 0

On appelle trajectoires de S les arcs de I'espace R? paramétrés par les solutions de S. On veut
déterminer les trajectoires rectilignes et les trajectoires planes de S.

a B 0
IV.F.1) Construire une matrice P inversible et une matrice 7= | =3 « 0] avec («,f3,7) dans
0 0 ~

(R*)3 telles que P'AP = T, et déterminer un plan F et une droite G stables par
I'endomorphisme de R3 canoniquement associé & A et supplémentaires dans R3.
, . . . . X' =AX
IV.F.2) Déterminer l'unique solution du probléme de Cauchy Py : X(0) = U lorsque U appar-
tient a G.



¥ = —x+ 2y,
IV.F.3) Pour tout o = (a,b) de R?, on consideére le probléme de Cauchy Cyp: { 3y = —2x —y,
z(0) = a, y(0) = b,
et ¢ = (z,y) dans C'(R,R?) 'unique solution de C, .
Préciser 2/(0) et 3/(0) ; montrer que x et y sont solutions d’une méme équation différentielle

linéaire homogeéne du second ordre a coefficients constants et ainsi en déduire ¢ en fonction
de a et de b.

IV.F.4) Déterminer les trajectoires rectilignes et les trajectoires planes du systéeme différentiel
X' = AX.

Cinquiéme partie

Dans cette partie E est un espace vectoriel réel de dimension n muni d’une base B = (&;)1<i<n -
On considere un endomorphisme f de E et on note A sa matrice dans la base B.

V.A -

V.A.1) Montrer qu'il existe un unique produit scalaire sur E pour lequel B est orthonormée.

Ce produit scalaire est noté de maniere usuelle par (u,v) ou plus simplement u-v pour tout
(u,v) de E2.

V.A.2) Siu et v sont représentés par les matrices colonnes respectives U et V' dans la base B, quelle

relation simple existe-t-il entre u - v et le produit matriciel UV (ot U est la transposée de
Uu)?

V.B - Soit H un hyperplan de E et D son supplémentaire orthogonal.
Si (u) est une base de D et si U est la matrice colonne de u dans B, montrer que H est stable
par f siet seulement si U est un vecteur propre de la transposée de A.

V.C - Déterminer ainsi le(s) plan(s) stable(s) de f lorsque n =3 et A est la matrice considérée en
IV.F.

V.D — Dans cette question, E est un espace vectoriel réel de dimension n et f est un endomorphisme
de FE.

V.D.1) Montrer quesi f est diagonalisable alors il existe n hyperplans de E, (H;)1<i<n , tous stables
par f, tels que (i, H; = {0}.

V.D.2) Un endomorphisme f de E pour lequel il existe n hyperplans de E stables par f et
d’intersection réduite au vecteur nul est-il nécessairement diagonalisable ?




1.B.2)

Corrigé

I Premiére partie

I.LA — Si cette droite est stable, alors f(u) € Vect(u), donc il existe A € K tel que

f(u) = Au, donc u est un vecteur propre de f.

Réciproquement, si u est un vecteur propre de f, il existe A € K tel que f(u) =
Au. Soit & € Vect(u) : il s’écrit au pour un certain scalaire a. Alors f(z) =
flau) = af(u) = alu € Vect(u), donc la droite engendrée par u est stable
par f.

IB -

I.B.1) Les sous-espaces {0} et E sont évidemment stables par f. Il sont au nombre

de deux car E n’est pas réduit au vecteur nul, par hypotheése.
La rotation d’angle /2 dans le plan euclidien canonique, de matrice

=7 y)

dans la base canonique, n’a pas de troisiéme sous-espace stable. Sinon, ce
serait une droite, qui serait donc une droite propre d’aprés la question pré-
cédente. Or y; = x4 = X? + 1 n’a pas de racine réelle donc f n’a pas de
vecteur propre.

On remarque de I'image et le noyau de f sont toujours stable par f. Si ce
dernier est non nul et non injectif, son noyau (ou son image) n’est ni F ni
{0}, ce qui donne un troisiéme sous-espace stable.

Si ce noyau et cette image sont distincts, cela fait quatre sous-espaces stable.
C’est nécessairement le cas si n est impair : dans ce cas, on ne peut avoir
Im f = Ker f, sinon la formule du rang donnerait 2rg(f) = n impair, ce qui
est impossible.

L’endomorphisme f de matrice

0 1
N =
dans la base canonique (e, e3) posséde — outre {0} et R? — un troisiéme
sous-espace stable : la droite Vect(ey), qui est & la fois son noyau et son
image. Il n’en a pas d’autre : ce serait une droite propre, or zéro est la seule

valeur propre de f comme le montre immédiatement la matrice IV, donc la
seule droite propre de f est son noyau Vect(ey).

LC -
1.C.1)

1.0.2)

1.C.3)

ID -
I.D.1)

Si F' est un sous-espace engendré par une famille (x1,...,2z,) de vec-
teurs propres de f, associés aux valeurs propres respectives Aj,..., A, si
r € F, il existe (ai,...,ap) € KP tel que z = Y 1_; apxy, et alors
flz) =>%_, aglzi € F, donc F est stable par f.

Si E est le sous-espace propre de f associé & la valeur propre A, alors fp =
Aidg.

Soit F' un sous-espace propre par f de dimension au moins égale a 2. 11
existe une infinité de droites contenues dans F' : prendre deux vecteurs non
colinéaires x1 et x5 dans F, et considérer les droites Vect(x1 + pxs) pour pu €
K, qui sont deux & deux distinctes). Ces droites sont stables, car engendrées
par des vecteurs propres.

On va démontrer que f est une homothétie. D’aprés la premiére question,
tous les vecteurs non nuls de E sont des vecteurs propres de f. Pour chaque
x € E, on note \; 'unique scalaire tel que f(x) = Ayz (I'unicité vient du
fait que = # 0). Soient alors deux vecteurs non nuls z et y de F, et montrons
que Ay = Ay en distinguant deux cas.
e Si x et y sont colinéaires, ce que l'on écrit y = ax pour un certain o € K|
alors

fly) =Ny = flaz) = af(z) = ad.z = Ay,

d’ou Ay = A, car y est non nul.
e Sinon, on considére le vecteur « + y et on pose pt = gy :

flz+y)=pa+y) =pr+py=fx)+ f(y) = ez + Ay

d'out A\; = pp = Ay, car la famille (z,y) est libre.
On note A la valeur commune de tous les scalaires )\, pour z # 0. On a donc
Ve € E\ {0}, f(z) = Az, et cette égalité reste évidemment valable lorsque
2 = 0. On a bien prouvé que f est une homothétie.

Soit F' un sous-espace de E et B = (ey,...,e,) une base de E propre pour f
(elle existe par hypothése de diagonalisablité de f). Si F' = {0}, il admet un
supplémentaire stable qui est E. Sinon, F' posséde une base F, qui est une
famille libre de E, et le théoréme de la base incompléte affirme qu’on peut



1.D.2)

trouver dans B des vecteurs e;,, ...
une base de E. On pose

,ei, qui tels que F U {e;,,...,e;,} soit

G = Vect(es,,...,e,).
Par construction, F' et G sont supplémentaires, et G est stable puisqu’il est
engendré par une famille de vecteurs propres de f (question I.C.1).

On raisonne par récurrence sur la dimension n > 1 de E. Sin = 1, tous les
endomorphismes de E sont des homothéties puisque E est une droite, donc
ils sont diagonalisables.
Si la propriété est établie pour tous les espaces de dimension n—1, considérons
un espace vectoriel complexe ' de dimension n, et un endomorphisme f de
tel que tout sous-espace de E stable par f admet un supplémentaire stable
par f.
Le théoréme de d’Alembert Gauss affirme que x; posséde au moins une
racine, donc que f posséde au moins un vecteur propre, noté x. On pose
D = Vect(x), alors D est stable par f, donc posséde un supplémentaire
stable par f, que 'on note H, et qui est un hyperplan de FE.
Montrons que tout sous-espace vectoriel G de H stable par fy posséde un
supplémentaire (dans H) stable par fg. En effet, un tel sous-espace G est
a fortiori stable par f, donc posséde un supplémentaire K (dans E) stable
par f, et on constate que

KNnH

est un supplémentaire de G dans l’hyperplan H, stable par l’endomorphisme
induit fg. L’hypothése de récurrence s’applique donc & fg, qui est diagonali-
sable. Il suffit de mettre bout & bout = et une base propre de fy pour obtenir
une base de E qui soit propre pour f, ce qui montre que f est diagonalisable.

REMARQUE. — Un endomorphisme tel que tout sous-espace stable posséde un sup-
plémentaire stable est dit semi-simple. On vient de démontrer que, si K est le corps
des complexes, les endomorphismes semi-simples en dimension finie sont diagona-
lisables (on avait démontré la réciproque a la question précédente, sans restriction
sur le corps de base).

Comme le prouve 'exemple, étudié a la question I.B.1, de la rotation de R?
d’angle /2, si le corps de base est celui des réels, il existe des endomorphismes
semi-simples qui ne sont pas diagonalisables (par manque de valeurs propres).

IT Deuxiéme partie

LA -~
ILA1)

I1.A.2)

IL.A.3)

ILA.4)

ILA.5)

I1.A.6)

IIB -
I1.B.1)

Soit z € F. Pour tout i € [1,p], il existe z; € F N E; tel que z = >_7_, ;.
Alors f(z) = Y°F_, \jz; appartient a ®F_,(F N E;), c'est-a-dire a F : ce
sous-espace est donc stable par f.

Une des caractérisations de la diagonalisabilité de f est que E soit égal a la
somme (toujours directe) de ses sous-espaces propres. L’existence et 'unicité
(zi)1<i<p dans By X --- X E, tel que z = Y_"_| x; en résulte.

La famille (x1, ..., z,) est génératrice de V,, par définition. Par ailleurs, c’est
une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes, donc
elle est libre (théoréme du cours). C’est donc une base de V.

Une récurrence immédiate sur j € N* montre que f7~1(z) = S7_ My
il s’agit d’une combinaison linéaire de la famille (z1,. .., z,), donc ce vecteur
appartient & V.. C’est en particulier vrai pour j € [1,r].

Le calcul ci-dessus montre que la matrice de la famille (f7~!(z))1< <, dans
la base B, est la matrice de Vandermonde d’ordre r suivante

1N At

IR Ayt
Wi=W,.... ) =|. .

1A Ar—t

Comme les \; sont deux a deux distincts, le déterminant (de Van-
dermonde...) de W est non nul (théoréme du cours), donc la famille
(f771(z))1<j<r est une base de V.

Comme z; appartient & V,, et comme (f771(z))1<j<, est une base de V,, le
vecteur x; est une combinaison linéaire des f/~!(z) pour 1 < j < 7. Comme
F est stable par f et x € F, les f7~1(x) appartient & F, donc x; appartient
ar.

On conclut que = = Z:zl x; appartient a
prouvé I'inclusion

"_1(F N E;). Finalement, on a

ks
Fc @PFnE).
i=1
L’inclusion inverse étant évidente, on a prouvé ’égalité, ce qui fallait démon-
trer.

Comme Vi € [1,n], 1 < dim E; et comme Y., dim E; = n, il faut que E;
soit de dimension 1 pour tout ¢ dans [1,n] : les sous-espaces propres sont des
droites.



I1.B.2)
I1.B.3)

I1.B.4)

IILA -
IILA.1)

IT1.A.2)

Une droite stable étant une droite propre, il y a n droites de E stables par f.

Soit F' un sous-espace de E stable par f et de dimension k. D’aprés la partie
ILA, on a F = &}, (F N E;). Comme les E; sont des droites, leurs sous-
espaces F'N E; sont soit nuls, soit égaux a F;. Enfin, comme dim F =k, il y
exactement k indices ¢ € [1,n] tels que F'N E; = Ey, et les autres vérifient
FnNE; ={0}. Un tel F est donc entiérement déterminé par le choix de k
indices ¢ parmi n, donc il existe
n
(+)

sous-espaces de E de dimension k et stables par f (la question précédente
rentre dans ce cadre, d’ailleurs).

Il suffit de les compter selon leur dimension k € [0, n], et on trouve
" /n
= 2'!7,
> (1)
k=0

sous-espaces de F stables par f dans ce cas : ce sont les sommes directes
®iex F;, ot K parcourt 'ensemble des parties finies de [1,n].

ITT Troisiéme partie

La dérivation diminue le degré d’une unité pour les polynomes, donc K,,[X]
est stable par D. On notera plutét D,, I’endomorphisme induit par D sur
K, [X]. La matrice de D,, dans la base canonique ordonnée par degrés crois-
sants est

o1 0 -~ 0 O

00 2 -~ 0 0
A, =

00 «+ -+ 0 n

00 -+ -~ 0 0

a) On note N > 1 la dimension finie non nulle de F. Alors F' posséde une
base (Py,...,Py). On pose

n = max (degP;).

1<i<N

IT1.A.3)

B -
I1.B.1)

I1L.B.2)

Les régles de calcul des degrés montrent que tout polynéme P € F', qui
est une combinaison linéaire des P;, est de degré au plus n, donc

F C K,[X].

Par ailleurs, il existe ig € [1, N] tel que deg(P;,) = n, donc R = P;,
convient.

La famille (D*(R))o<i<n est formée de polynoéme de degrés échelonnés,
donc elle est libre.

La question III.A.2.b montre que dim(F) > n+1, et comme F est contenu
dans K, [X], le théoréme d’égalité des dimensions montre que

F =K,[X].

Les questions 1.B.1 et III.A.2 montrent que les sous-espaces de K[X] stables
par D sont {0}, K[X], et tous les sous-espaces K, [X] avec n € N.

On va montrer que I’ensemble des vecteurs v de E tels que la famille By, =
(f"""(u))1<i<n soit une base de E est

E\ Ker(f*1).

D’une part, si By, est une base, ses vecteurs sont non nuls, en particulier
f"Hu) #0, donc u € E\ Ker(f"1).

D’autre part, si u € E\ Ker(f*~1) et si A1,...,\, sont des scalaires tels que

> Anif"Hw) =0,
=1

on applique f"~1 a cette égalité, et il ne reste que A\, f*~1(u) = 0, donc \,, =
0. On applique alors f"~2, ce qui donne \,_; = 0 etc (on peut rédiger une
démonstration par récurrence si on le souhaite). Finalement, la famille By,
est libre, et comme elle comporte n = dim(E) vecteurs, c’est une base de E.

Dans le cas ol By, est une base de F, la matrice de f dans By, est
o1 0 --- 0 O
oo 1 -~ 0 O
0 0 0 1
0 0 0 0



I11.B.3) Toute famille C = (a; f" *(u))1<i<n, déduite de la base By, en multipliant
les vecteurs de cette derniére par des scalaires supposés non nuls a;, est encore
une base de F. La matrice de f dans C sera A,,_1 si et seulement si

vie[Ln],  flaif"""(u) = (i~ Dai_y f" D (w),

ou encore si et seulement si

Vie[l,n], a; =(—1)ai—1.
On choisit alors a; = 1 et cela entraine que Vi € [1,n], a; = (i — 1)!. En
conclusion, la matrice de f sur la base suivante vaut A,_; :

C= «i——lﬂf"_iun)lgign.
ITI.B.4) D’aprés la question IT1.A.3, les sous-espaces de E stables par f sont alors
{0} et tous ceux de la forme Vect((i — 1)!f"~*(u))1<i<r pour 1 <7 < n (le

dernier d’entre eux valant E). Il y en a n+ 1. On remarque qu'ils peuvent se
décrire plus simplement sous la forme suivante :

{0} et Vect ((f" “(u))i<icr) pour 1<r<n.

On va démontrer que
Vect ((f" " (u)h<icr) = Ker(f7).

Il suffit pour cela d’élever A,,_; a la puissance r (la diagonale partielle de 1 se
trouve alors a la r-iéme surdiagonale) et le noyau de A” apparait de maniére
évidente.

IV Quatriéme partie

IV.A — La matrice de f dans B,, est M.

IV.B — Si n est impair, alors xy est un polynome unitaire de degré impair a coefli-
cients réels. Sa fonction polynomiale associée (encore notée x f) posséde donc les
limites —oo en —oo, et +00 en +oo. Le théoréme de valeurs intermédiaires (x s
est polynomiale donc continue) assure que X s’annule au moins une fois sur R,
c’est-a-dire que f admet au moins une valeur propre réelle.

Iv.C -

IV.C.1) Les composantes de X et Y sont respectivement les parties réelles et imagi-
naires des z; : ce sont des réels, donc X et Y appartiennent & F.
Avant d’entamer la démonstration de la liberté de la famille (X,Y"), faisons
deux remarques.
e Il est impossible que Z soit réel (c’est-a-dire que Y sont nul), sinon, en
choisissant une de ses composantes non nulles notée zx, on déduirait de
la relation M Z = \Z que

n
1
A= — E m;w-zj,
Rk =
Jj=1

donc A serait réel.

e Il est impossible que Z soit imaginaire pur (c’est-a-dire que X soit nul),
sinon on pourrait 1'écrire iU avec U € M, 1(R) non nul, et la relation
MZ = A\Z donnerait MU = AU : le raisonnement du cas précédent
fournirait alors une contradiction.

On suppose maintenant que la famille (X,Y) est liée. Grace aux remarques,
on peut traduire cette hypothése par I'existence de k € R tel que Y = kX.
La relation MZ = \Z s’écrit alors M (1 + ik)X = A(1 + ik) X, d’ou l'on tire
MX = AX avec X # 0, et on obtient la méme contradiction qu’a la premiére
remarque ci-dessus.

De l'égalité MZ = AZ, comme M est & coefficients réels, on tire MZ = X Z.
Par ailleurs, les définitions méme X et Y donnent Z = X +iY et Z = X —iY.
On obtient alors

IV.C.2)

1 — 1 1 -
MX = §(MZ+MZ) = i(AZ—I—)\Z) =5 (A[X + Y]+ A[X —iY]),
:MX—)\;,)\Y:(XX—BK
2 21
1 — _ _
MY = ?(MZ—MZ) =—(AZ-27) == (A\[X +iY] - A\[X —iY]),
(3
A=A A+

= X+72 Y =X +aY.

Comme MX et MY appartient & F' = Vect(X,Y), ce plan est stable par f,
et on lit dans les calculs ci-dessus que la matrice de fr dans la base (X,Y)

vaut
a B
(55 o)

IV.D — L’affirmation est vraie car, si un endomorphisme d’un espace vectoriel réel
de dimension finie n’admet une droite stable, c¢’est qu’il n’admet pas de valeur



propre réelle (question I.A). Comme il admet, dans ce cas au moins une valeur
propre complexe non réelle (théoréme de d’Alembert-Gauss), la question IV.C
montre qu’il posséde un plan stable.

REMARQUE. — La question IV.B n’est pas nécessaire pour résoudre cette question.

IV.E — La réponse est oui, et voici un exemple : ’endomorphisme
p: PeER[X]— XP

n’a aucun sous-espace stable de dimension finie, & ’exception de {0} bien sir.
En effet, si F est un sous-espace stable par ¢ et non réduit & {0}, il contient
un polyndéme non nul Py, donc contient tous les itérés gpk'(Po) par stabilité.
Or deg(¢(P)) = deg(P) + 1 pour tout polyndme P non nul, donc la famille
(0" (Py))ren est a degrés échelonnés, donc libre, donc la dimension de F ne peut
pas étre finie. En particulier, ¢ ne posséde ni droite ni plan stable.

REMARQUE. — En revanche, ¢ posséde des sous-espaces stables non triviaux de dimen-
sion infinie. On peut démontrer, que ce sont exactement les idéaux de K[X], c’est-a-dire
les ensembles des multiples d’un polynéme P donné : {P x Q, @ € K[X]}.

IV.F -
IV.F.1) On calcule

X -1 4 0
xa=det(XI,—A)=| -1 X+2 1|,
-1 -1 X

= (X —1)(X+2)X —4+4X +X —1=X>+X?4+3X — 5,
= (X —1)(X?4+2X +5) = (X — 1)(X — [-1+ 2])(X — [-1 — 2i]).

On en déduit que le spectre complexe de A est {1, \,A\} avec A = —1 + 2i.
On commence par résoudre AX = X, avec X = {x1, 22, 23) € M31(R) :

L =4 0\ (= 3} —dry = 0,
1 -2 -1 T = | T2 <~ T — 33?2 — T3 = 07
1 1 0 T3 T3 T1+x0—23 = 0
{ o = 0,
r1 = 3.

Par conséquent, Fy1(A) = Vect(Up), ot 'on a posé Uy = #(1,0,1)). On vient
de trouver la troisiéme colonne de P ainsi que la valeur de  : c’est 1.

On suit enfin la démarche de la question IV.C, en cherchant un vecteur
Z = Yz1,22,23) € M31(C) tel que AZ = \Z. La transformation élémentaire
L3 < Ls + (1 — 2i) Ly permet de passer du deuxiéme au troisiéme systéme :

z1 — 4z = (—1 + 27;)2&,
AZ =\ — zZ1 — 22’2 — 23 = (—1 + 27;)2’2,
Z1 +22 = (714’22)23
2(1 — i)Zl — 422 = 0,
<~ 21 — (1 + Qi)ZQ —z3 = 0,
Z1 +2’2+(172Z)23 =0
2(1 — i)Zl — 42’2 = 0,
<~ 21 — (1 + Qi)ZQ —z3 = 0,
21 —i)z1 —420 = 0
2(1 — i)Zl — 42’2 = 07
21 — (1 + 2i)22 —z3 = 0.

On choisit z; = 2, ce qui montre que le vecteur Zy = %2,1 — i, —1 — i) est
un vecteur propre (complexe non réel) de A pour la valeur propre \. Les

deux premiéres colonnes de T sont les vecteurs Xo = %2,1,—1) et Yy =
{0,-1,—1), et on a @ = Re(\) = —1, B = Im(\) = 2, donc

2 0 1 -1 2 0
P=|11 -1 0 et T=1-2 -1 0
-1 -1 1 0 0 1

Le plan et la droite

F = Vect((2,1,0),(0,-1,-1)) et G = Vect((1,0,1))

sont stables par ’endomorphisme de R3 canoniquement associé a A, et ils
sont supplémentaires dans R3. Ce sont respectivement le seul plan stable et
la seule droite stable.

IV.F.2) Si X € CY(R, M31(R)), on pose Y = P~1X, et on note a I'unique réel tel
que U = aly = a(1,0,1). Alors le probléme de Cauchy Py est équivalent
au probléme de Cauchy suivant, qu’on résout dans la foulée (on a posé z =



IV.F.3)

IV.F.4)

Y1 +iye)

PlX' = (P-1AP)PX
PilX(O) = Pion

{ Y'=TY
—

Y (0) = (0,0, ).
vi = —y1+ 2y,
— y:? = _2y1 — Y2,
Ys = U3
Y(O) - (07 0, a)~
2=y 2y — 20y —iyo = (—1 — 20)(y1 + iy2) = Az,
Y5 = Y3
=\ 0 = o
y3(0) = .

On obtient z = 0 identiquement et y3: t € R — ae?, c’est-a-dire
Y:teRw 0,0,ae’) donc X:teRw e'U.

On obtient z'(0) = —2(0)+2y(0) = —a+2b et 3’ (0) = 22(0)—y(0) = —2a—b.
En dérivant la premiére équation et en utilisant la seconde, on trouve z” =
-+ 2y = -2’ —do -2y = —a' + 4z — (x + 2') = —22' — 5z, donc

2" + 22 + 52 =0.

On montre de la méme fagon que y” 422’ + 5z = 0. Les racines de I’équation
caractéristique sont A = —1+2¢ et son conjugué . Il existe donc (u, v, w, h) €
C* tel que
r:t € R e "ucos(2t) + vsin(2t)],
y: t € R e 'wcos(2t) + hsin(2t)],
donc 2':t€ R+ e '[(2v — u)cos(2t) — (v + 2u) sin(2t)],
et y:teR e [(2h — w)cos(2t) — (h + 2w)sin(2t)].

Les conditions initiales permettent de calculer u = a, w = b, puis v = b et
h = —a. Par conséquent,

p:t € R e " (acos(2t) + bsin(2t), bcos(2t) — asin(2t)).

Ma réponse a cette question est trop compliquée et maladroite. Le corrigé de
M. Icheha sur http://concours-maths-cpge.fr/ est bien meilleur.

On interpréte les termes rectiligne et plane au sens strict, c’est-a-dire si-
gnifiant non ponctuelle et non rectiligne respectivement. On commence par
remarquer que, comme la matrice A est fixe, toute solution de X’ = AX est
de classe C* (montrer par récurrence sur n que X est de classe C").

Trajectoires rectilignes. Un arc paramétré (R, Y') a valeurs dans R? de classe C!
rectiligne et non ponctuel est de la forme

Y:iteR =V +at)W,

ot V et W sont deux vecteurs de R3, le second étant non nul, et ot o €
CY(R,R) est une fonction non constante. Un tel arc est une trajectoire du
systéme X' = AX si et seulement si

VtER, o)W = AV + a(t)AW. (1)

Comme Y est de classe C*°, la fonction « aussi. En dérivant la relation ci-
dessus, on obtient Vi € R, o' (t)WW = o/ (t) AW. Comme « n’est pas constante,
il existe tg € R tel que o'(tg) # 0 et, en posant A = o (tg)/a’(tp), on en
déduit que

AW = AW.

Comme W # 0, ¢’est donc un vecteur propre (réel) de A, donc A =1 (c’est la
seule valeur propre réelle de A) et W est colinéaire a Uy = (1,0, 1). Quitte
a faire porter la constante de colinéarité par la fonction «, on peut supposer
que W = Uy. La relation (1) s’écrit alors o/Uy = AV + alUp, ou encore

(@' —a)Uy = AV.

Comme « est de classe C?, on peut dériver cette relation pour obtenir (o’ —
oYUy = 0 et, comme Uy # 0, on en déduit que o = o/, puis qu’il existe
(k, ) € R? tel que
VteR, aft)=ke +¢,

avec k non nul pour que « ne soit pas constante. La relation (o/ —a)Uy = AV
s’écrit alors —¢Uy = AV, et comme A est inversible (son spectre ne contient
pas zéro), on en déduit que V = —¢A~'Uy = —¢U,, puisque AUy = Uj.
Finalement, si X est une trajectoire rectiligne non ponctuelle, alors il existe
(k,l) € R* x R telle que Vt € R, X (t) = —LUy + (ke' + £)Uy, ou encore

JkeR*, WeR, X(t)=ke Uy,

et il est clair que toutes ces fonctions conviennent.



REMARQUE. — On a montré que les trajectoires rectilignes portées par des droites
a priori affines de R® sont nécessairement portées par des droites vectorielles. Si
on admet ce résultat, la formule ci-dessus découle de maniére directe de la question
IV.F.2.

Trajectoires planes. Un arc paramétré (R,Y) a valeurs dans R3 de classe C!
et plan est de la forme

Yite R—= R+z(t)S 4+ y(t)T,

oll R, S et T sont trois vecteurs de R?, les deux derniers formant une famille
libre, et oil z et y sont des éléments de C!(R, R). On laisse & la lectrice et au
lecteur le soin de démontrer qu’'un tel arc est non rectiligne si et seulement
s’il posséde deux vecteurs vitesses non colinéaires, c’est-a-dire, en utilisant le
déterminant sur la base (S,T) de ces deux vecteurs vitesses :

o' (ty) o' (t2)
y'(t1) y'(t)

Un tel arc est une trajectoire du systéme X’ = AX si et seulement si

' (t)S +y' ()T = AR+ z(t)AS + y(t)AT.

ﬂ(tl,tz) S RQ, A= 7é 0

vVt € R, (2)

Comme Y est de classe C*, les fonctions = et y aussi. En dérivant la relation
ci-dessus, on obtient V¢ € R, z”(t)S + v"(t)T = 2'(t)AS + v'(t)AT. En
substituant ¢ par t; et t2, on obtient un systéme dont on considére que les
inconnues (vectorielles) sont AS et AT :

{x’(tl)AS-i-y’(tl)AT =
a'(t2)AS + ¢/ (t2) AT =

x"(t1)S +y" ()T,
2 (t2)S + o' (t2)T.

Le déterminant A de ce systéme étant non nul, on obtient AS et AT comme
combinaisons linéaires — qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter — de S et T’
par les formules de Cramer. Ceci prouve que le plan Vect(S,T') est stable
par A. En anticipant sur la question V.C, ce plan est nécessairement F', donc
on peut choisir S = X et T = Yy (voir leurs valeurs a la question IV.F.1). La
relation (2) montre alors que AR appartient aussi au plan F' = Vect(Xy, Yp),
et on peut donc écrire (2) sous la forme

VteR, '(t)Xo+y (t)Yo = aXo+ BYo +x(t)[—Xo — 2Yp] + y(¢)[2X, — Yo,

ou « et B sont deux constantes réelles. Comme la famille (X, Yp) est libre,
cela équivaut encore au systéme différentiel linéaire avec second membre

2'(t) = [—e() +29(1)] =«

vt € R, { y'(t) — [-2z(t) —y(t)] = B.

VA -
VA1)

Le systéme homogéne associé est celui qui a été résolu a la question IV.F.3.

Comme la matrice
-1 2
-2 -1

est inversible, il existe une solution particuliére constante (v, d) qu’on expli-
citera pas. Finalement, si Y est une trajectoire non rectiligne contenue dans
un plan, alors il existe (a,b,~,d) € R* tel que pour tout t € R

Y (#)
= [e7"(acos(2t) + bsin(2t)) + 7] Xo + [e " (bcos(2t) + asin(2t)) + 6] Yo,
= e "(acos(2t) + bsin(2t)) Xo + e F(bcos(2t) + asin(2t))Yy + v Xo + 0Yp.

::Zo

=Z(t)

Réciproquement, si Y est une telle fonction, comme Z' = AZ d’apreés la
question IV.F.3 et comme Y’ = Z’, on a Y’ = AY si et seulement si AZy = 0.
Comme A est inversible, cela équivaut encore & Zy = 0, et comme (Xo, Yp)
est libre, cela équivaut & v = § = 0. En conclusion, les trajectoires planes de
X' = AX sont les fonctions Y telles qu’il existe (a,b) € R? vérifiant

VteR, Y(t) =e “(acos(2t) + bsin(2t)) Xy + e ' (bcos(2t) + asin(2t))Yp.

V Cinquiéme partie

On anticipe la notation du (futur) produit scalaire.
Un produit scalaire étant une application bilinéaire de E? dans R, il est
déterminé de maniére unique par la valeur des nombres (g;, €;). Il suffit donc
de montrer que 'unique forme bilinéaire définie par

V(Za]) € H17nﬂ27 <€ia5j> = 5i,j

est bien un produit scalaire. Or I'expression d’une telle forme est (dévelop-

pement par bilinéarité) :

V(z,y) € E?,

Z mlyl

ou les x; et les y; désignent les composantes de = et y dans . On reconnait
alors 'expression d’un produit scalaire (c’est un résultat du cours).

(z,y)



V.A.2) La relation demandée est

V.B

V.C

(u,v) =u-v="UV.

— L’hyperplan H est stable par f si et seulement pour tout X € M,, 1(R) tel
que UX =0, on a U(AX) =0, ou encore
VX € M,1(R), XU =0= 'X"'AU =0.

L’énoncé ci-dessus est équivalent a la proposition suivante : le vecteur AU est
orthogonal & H, qui est ’hyperplan de R™ formé des colonnes de composantes
dans B des vecteurs de H. Comme H est un hyperplan et que U dirige la droite
D = (H)*, dire que ‘AU est orthogonal a H, c’est dire que AU est colinéaire
a U, autrement dit que U est un vecteur propre de la transposée de A.

— On sait déja que le plan F' de la question IV.F.1 est stable par A. On va montrer
qu’il n’en existe pas d’autre, en suivant la démarche proposée a la question V.B.
Si M31(R) est muni du produit scalaire canonique, si P est un plan de M3 1 (R)
dont U est un vecteur normal, P est stable par A si et seulement si U est un
vecteur propre de !A. Or ‘A posséde le méme polynéme caractéristique que A,
donc I'unique valeur propre de A vaut 1. On résout donc AX = X, o X =

t($1,$2,3€3) :

1 1 1 I I
AX =X <~ —4 -2 1 o | = |22 ],
0 -1 0 I3 T3
To+x3 = 0,
= —4x1 —3x9+2x3 = O,
—To2 — T3 = 0,
To+x3 = 0,
1 +x9 = 0.

Le sous-espace propre Ej('A) est une droite, engendrée par U = (1,-1,1),
donc 'unique plan stable de A a pour équation z; — s + 23 = 0 dans la base
canonique. On retrouve bien le plan F'.

V.D -

V.D.1) Comme ’endomorphisme f est diagonalisable, il posséde une base propre

B = (;)1<i<n- Les n sous-espaces vectoriels

H; = Vect(e;)1<isn, i#; pour j € [1,n],

V.D.2)

sont des hyperplans (car B est libre) stables par f (d’aprés la question I.C.1,
car ils sont engendrés par une famille de vecteurs propres de f) et d’intersec-
tion nulle (car un vecteur de H; est un vecteur dont la composante selon ¢;
est nulle : §'il est dans N}, H;, toutes ses composantes sont nulles).

La réponse est oui.

On munit £ d’un produit scalaire, et on note A la matrice de f dans une
base orthonormale pour ce produit scalaire. Soient Hy,..., H, des hyper-
plans de F stables par f et d’intersection réduite au vecteur nul. Soient
Uuy,...,u, des vecteurs normaux a Hi,..., H, respectivement. On pose
V = Vect(uq,...,uy). Soit x € E. On a les équivalences suivantes :

r eV = Vre[l,n], (x,u;) =0 <= Vo € [I,n], z; € H; <=z € 61Hl

On en déduit que V+ = {0}, donc que V = (V+)+ = {0}+ = E, donc que
la famille (ug,...,u,) est génératrice de E, donc est une base de E. Or cette
famille est, d’aprés la question V.B, composée de vecteurs propres de 'A.
La matrice ‘A posséde donc une base propre, c’est-a-dire est diagonalisable,
donc A Dest aussi (si D = P~1!AP est diagonale, alors ‘PA'P~! = D = D
aussi), donc f est diagonalisable.



