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PROBLEME

Dans tout le probléme, « est un réel appartenant a l'intervalle ]0,1[. On pose :

1 -1 0 -1
l(a)zj X 4x et J(a)zj X ax.

o1+x 1 1+x

Partie | - Calcul d’une intégrale a I’aide d’une série

a-1

Q9. Démontrer que X — 1 est intégrable sur ]0,1] et sur [1,-0] .

+ X

Q10. Démontrer que J(a)=/(1-a).

On se propose maintenant d’écrire I(a) sous forme d’'une somme de série.

Q11. 1™ tentative
Pour tout x €]0,1 , on pose £, (x)=(-1)

" x"+a=1 Montrer que :

-1 + o0
X
14x Zf” (x).
n=0

La série de fonctions X.f, converge-t-elle uniformément sur ]0,1[ ?

vxelo 1,




Q12. 2¢ tentative
Pour tout x €]0,1, on pose :

k=

o

A r'aide du théoréme de convergence dominée, montrer que :

1
I(a)=lim J‘ S, (x)dx.

n—+ow 0

En déduire une expression de l(a) sous forme d’une somme de série.

Q13. En déduire que :

On admet la formule suivante :

Vx eR, Cos(ax) =

Q14. Démontrer que :

+00 Xa_1 -
dx =— .
JO 1+ x sin(ar)



PROBLEME

Partie I : Calcul d’une intégrale a I’aide d’une série

a—1

Q9. La fonction ¢ : x . est continue et positive sur |0, 1] ainsi que sur [1, 4+00]

+x

1 1
En 0, on a ¢(¢) ~o s et / — du est intégrable car 1 — o < 1, donc par théoréme des
=0 7 0o T ¢

équivalents, la fonction ¢ est intégrable sur |0, 1].

1 1
En +o0, on a ¢(t) ~ et / dx est intégrable car 2 — a > 1, donc par théoreme

z—+00 foa 0 x2fa
des équivalents, la fonction ¢ est intégrable sur [1, +oo].

Q10. On a successivement :

1 o
I(l—a):/ dz
o 1+

1
on effectue le changement de variable xr = —

U
Looye du

I(l—a):/ 111 <_?)
o0 u

du

Q11. Pour z fixé dans |0, 1], f.(x) est le terme général d'une série géométrique et |f,(z)) < 1, la
série est donc convergente :

+oo +oo a1
On a donc an(a:) =1 Zx” =17
x
n=0 n=0

supposons que la série converge uniformément sur |0, 1[.
Comme limf,(x) = (=1)"
z—1
“+o0o
Le théoréme de la double limite entrainerait que Z(—l)” converge ce qui n’est pas le cas.

n=0

Donc la série ne converge pas uniformément sur |0, 1].



n a—1

Q12. Comme S, (z) = z* IZ
k

a—

O

(1 — (=z)"").

On note ¢,, : © —
14 14z

o Vn € N, x — ¢,(z) est continue sur [0, 1].
o Vz €)0,1], ¢n(x) - ©(x) =0 et ¢ est continue par morceau sur |0, 1[.
n——+0o0

a—1 a—1
x 2 et la fonction z — 2 est intégrable sur |0, 1]
x T

o Vn €N, Vo €0,1], [pn(z)] < —

d’apreés la question 19.
Donc d’apreés le théoréme de convergence dominée,

1 1
lim Sp(z)de = / lim S,(z)de = I(a)
0 0

n—+00 n—+o0
' z": o z”: (-1
Comme/ Sp(x)de ="y (1) / T de =
0 k=0 0 o & +k
+o0 (_1>k

+oo a—1
Q13. Avec la relation de Chasles, on a immédiatement I(«) + J(«a) = / S,
0
par ailleurs :

I(a) + J (o ):I( )+ I(1 —«)

+oo (_1)k
—ka 2ot

on effectue le changement d’indice dans la deuxiéme somme p =k + 1
+00 +00 _
ey LSO
:_+Z (a+n_—a1—|—n)
+ Zl —a2 —|— n2

+oo n
(@) + J(a) = = +20 Z%

Q14. En posant x = 0 dans ’expression que ’on admet, on obtient :

1:8m ( +Z )

On en déduit donc avec le résultat de la question précédente que

/+oo xa—l T
dr = —
o 14z sin(am)




