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Séries numérigues

Devoir Maison n°2
Exercice 1

1) Question de cours : Rappeler sans démonstration pour quelles valeurs du réel a la série

1
E — est convergente.
nO{

n=1

2) Soit n € IN*.

P
1

O tout IN*, S, = E
(a) On pose pour tout p € , Sp 20y Z

Vérifier que la suite (S,)pem+ est croissante et divergente.
D
1
(b) Montrer qu’il existe au moins un entier naturel p tel que l'on ait : Z T
k=0 ’
On note alors a,, = n + p, ou p, est le plus petit entier p vérifiant cette propriété et

CI/TL
on pose : U, = —.

> 1.

an

1
On a donc : — > 1.
3) La suite (an)new= est-elle convergente ?

4) Prouver pour n > 2 que l'on a :

n—1 2n—2

1 1
Solcia s
—n+ k c—~n+ k
5) Montrer que si la suite (u,) converge vers une limite ¢, alors ¢ € [2, 3].
a
" 1
6) Prouver que l'on a, pour tout entier naturel non nul n : 1 < Z A <1+ —
CL'IL

k=n
7) Démontrer que 'on a, pour tout entier naturel non nul n :

on 1
_ dt —

8) En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 11

Soit x un réel de |—1,1].

1) Soit n € IN 1. Démontrer I’égalité suivant ! HZ( 1)’ s
oit n non nul. Démontrer 1’égalité suivante : ——— = -1z 4+ —

& 1+ l1+=x

e

dt
o L1+t

n(_1)t
2) En déduire I'égalité : In (1 + z) = Z V7 iy
p 7
(="
3) Démontrer que la série Z —x converge et préciser sa somme.
4) Montrer les égalités suivantes :

o0

@) =3 % o om@ =3 Z;

i=1 =1




5) Question de cours :(donc a redémontrer)
On considere une suite (uy,), .+ de réels strictement positifs qui est décroissante et conver-
gente vers 0.

(a) Montrer que la série 3° (—=1)""" u, est convergente.

(b) Soit S sa somme et (S,), .+ 1a suite des sommes partielles.
Montrer que, pour tout n € IN* |S — S, | < t41.

e

n
6) Soit p € IN. Déterminer un entier naturel N, tel que Z :
1

i=1

est une valeur approchée

de In(2) a 1077 pres, pour tout entier n > N,,.

7) Soit p un entier naturel. On se propose de calculer une valeur de In(2) & 1077 pres en utilisant
n

1

les sommes partielles ( E 7) :
/3 (]

n=1

i=1
=1
(a) Pour tout entier n > 1, on pose R,, = E o Justifier I'inégalité : 0 < R, < 2%
i
i=n+1

n
1
(b) Déterminer un entier N, tel que Z o soit une valeur approchée de In(2) & 107" pres,
i=1
pour tout entier n > Nj.

(c) Comparer N, (question 6)) et N,.

Probleme

Dans tout le probleme on considere les suites (Hy,), e+ €t (4n), e+ définies par :

"1
Vn € IN* H”:ZE’ u, = H, —In(n)
k=1

Partie 1
1) Etablir pour tout entier naturel £ non nul, 'encadrement suivant :

1 1
—— <In(k+1) —In(k) < +
Fra Skl -~k < g
2) (a) Montrer le comportement de la suite (H,), o

)
b)
)
)

a
b) En déduire la convergence de cette suite (uy), -

A Taide d’un encadrement donner u équivalent simple de H,, lorsque n tend vers +oo.

3) Etudier la monotonie de la suite (u,),,cp-

(
(
(
(

On note 7 sa limite. Montrer que 7 appartient [0, 1].

4) Soit f une fonction de classe €* sur IRY,. Pour tout entier non nul k on pose

1 [k 1\?

(a) Etablir, pour tout entier non nul k, 1'égalité suivante :

5 f’(k+1§— fi(k) f(k+1;+f(kf) T




(b) En déduire, pour tout entier n non nul, la relation suivante :
+ f f'(n
Z Flk (n ) / (1)

1
5) On suppose dans cette question que f est définie sur IR’ par f:z — —.
x

n—

1
Ik
1

k=

(a) Montrer, pour tout entier £ non nul :

k+1 1
0< Jp < —dt
b /k A3

(b) En déduire que la série Z J, converge.
+00 1
(c) Montrer que : Z Jp =0 (ﬁ)
k=n
(d) En déduire que :
n

Partie 11

6) On considere deux suites de réels strictement positifs (a,),cn €t (bn),cn telles que Z an
converge et a, ~ b,.

+o0 +o0
Redémontrer que Z ay, ~ Z by.

k=n+1 k=n+1
7) Soit v un réel strictement supérieur a 1.

(a) Justifier que, pour tout entier k supérieur ou égal & 2, on a :

k+1 1 1 k 1
/ Ta<tc / L
oo ke g1 t”

< 1 11
b) En dédui — ~
(b) En déduire que E R
k=n+1

Partie 111
1

On considere la suite (x,), .- définie par, pour n € IN*, z,, = u, — .
n

8) Montrer que, pour tout entier n non nul,
1R /11 1
— T, = = —— +2In{1——
Yo 2k;+1(k+k:—l+ n( k>>

9) En déduire 1’égalité suivante :

n2



1
1) Question de cours : Rappeler sans démonstration pour quelles valeurs du réel « la série Z — est conver-

n>1
gente.
Correction : La série > n% est convergente si et seulement si o > 1.
n=1
2) Soit n € IN*.
SN
a) On pose pour tout p € IN*, S, =
(a) On pose p p b kz_o R
Vérifier que la suite (Sp)pem+ est croissante et divergente.
Correction :
: _ 1
<& SOltpE]N*, Sp+1*5p—m > 0.
Donc la suite (sp) N+ est croissante.
1 Y
o Or la série ) £ est une série a termes positifs divergente. Donc lim )7 + = +o0.
E>1 p—+00
n+p 1 n 1
Or s, = z — . Donc lim S, = +o0.
? k§1 F k§1 : ptoo P
’Ainsi la suite (s;)p>1 diverge.
SN
b) Montrer qu’il existe au moins un entier naturel p tel que l'on ait : >1
(b) q p tel q >

k=0

Correction : Par définition comme lim s, = 400,
p——+oo

VA>07 ElpOE]l\I,vP}pOa S;D>A

En particulier pour un réel A > 1, dpy € IN, Vp = po, 5, > A > 1.

P
s as . . . . 1 1 1 1
Ainsi il existe au moins un entier naturel p tel que on ait : )m =nrtomtot g > 1.

a
On note alors a,, = n+ p, ol p,, est le plus petit entier p vérifiant cette propriété et on pose : u, = —

an

1
0] d : - > 1.
n a donc Z i >
k=n
3) La suite (an)nen- est-elle convergente ?
Correction : Par définition de la suite (p”)n€m7 V¥n € IN*, p,, € IN. Donc Vn € IN*, a,, > n.

Or lim n = +oo.
n—-+4oo

Donc lim a, = +cc.
n—-+o0o

4) Prouver pour n > 2 que l'on a :
2n—2

n—1 1
> <let >1
kZOn—O—k kon—|—k

Correction :



¢ Remarquons que Vk € [1,n — 1], m <1
n—1

Donc en sommant ces inégalités, > — n=l

n+k n -

En additionnant % a cette inégalité

k:0n+k< n n
DOIlCZn+k*%+%ﬂ+‘ —+—2n1_1<1
o
znz—:z 1 _ n—2 1 +2nz,—:2 1
k:0n+k 2n—1 ann—&—k
n—2 n—2 1

- ZnJrk 1+I;)3n727k

n72 1

1
B Z(n+k 3n—2—k>+2n—1

k=0

OrV(a,b) € (IN)2, a#bl+ 1> %_H), car (a + b)? — 4ab = (a — b)? > 0.
1 1 4
Donc Vk € [L,n — 1], g + 57755 > 13-

n—2
P 1 1 2(n—1)
Ainsi kX_:O (n-i—k + 3n—2—k) > 2n—1 °
2n—2

2(n—1) 1
Donc 37 +k> =1 T 2n-1"

Finalement Z k > 1.

5) Montrer que si la suite (u,) converge vers une limite ¢, alors ¢ € [2, 3].
Correction : D’apres la définition de p,, et les inégalités précédentes, n — 1 < p,,
Donc Vn € IN*, 2n — 1 < a,, < 3n —2
Alors en divisant par n (n > 0), 2 — % <u, <3 - %

Or la suite (uy),, N+ converge. ’ Donc par passage a la limite 2 < £ < 3. ‘

a
~1 1
6) Prouver que 'on a, pour tout entier naturel non nul n : 1 < Z T <1+ —
QA
k=n
Correction : Soit n > 0.
pn—1
1
Par définition de p,, 1 < E k et 1;—30 S L
1 1
Donc 1 < ZEet Z <1
k=n k=n
. 1 1 1 1
A1n511<;+m+---+a<1+a.
7) Démontrer que 'on a, pour tout entier naturel non nul n :
an 1 an 1 1
ey e [Tasy g
k= n+1 =n
Correction : Soit n un entier non nul.
© Soit k un entier non nul.
La fonction t — 1 est décroissante sur [k, k + 1].
k1 g 1
Dochte[kk—&—},kHé/k tdt T
Donc en sommant sur k£ de n a a,, — 1,
— < —< il
k=n k1 n t k=n k

<2n — 2.



8)

Ou encore

a
~ 1 1 1
> e[ ey
k=n-+1 k=n
an
o Or d’apres la question précédente, 1 < Z . Donc 1 — % < i
k=n k=n-+1
Ay a,—1
Et Z%gl—i—i.Donc > %gl
k=n k=n
an an 1 an—1 1
Ainsi Vn € IN* %g > %g/ —dt < - <1
k=n+1 n t k=n k
En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.
Correction :
o Remarquons que [ 1 dt =In(an) —In(n) =1In (%) = un
Ainsi d’ apres les questions precedentes 1-— % < In(uw )
o lim 1—-==1.
n—-+4oo
Donc par encadrement, la suite (ln(u”))ne]N* converge et nll)rfoo In(u,) = 1.

Par continuité de la fonction exp en 1, | La suite (un), N+ converge vers e.

Exercice 11

1)

2)

3)

Soit z un réel de |—1,1].

Soit n € IN non nul. Démontrer 1’égalité suivante :

(—=1)" 2"
= Z o

Correction : Pour z € |]—1, 1], on utilise simplement la formule de la somme des n premiers termes d’une

n—1
1 —(— n
suite géométrique de raison (—x) différente de 1 : g (-1)F 2 = 1((x)) On obtient alors directement
—(—z
k=0

le résultat.

Pour x =1: z_: 0 sin est pair t donc on binl—f(—l)k—&-(_nn
our &= “ 1 si n est impair b doncon a bie 2_k70

Remarque : Il vy a d’autres méthodes :

— par récurrence mais c’est long alors que le résultat est connu

— en mettant au méme dénominateur le membre de droite, cela revient a refaire la démonstration du résultat
connu, en méme temps cela confirme qu’il est valable pour x = 1.

N N N Vs
En déduire 'égalité : In (1 + z) = ——1x' —|—/ ——dt
& (1+2) ; i o 1+t
Correction : Comme toutes les fonctions qui interviennent sont continues sur le segment [0, z] ou [z, 0], il
suffit d’intégrer I’égalité précédente entre 0 et = et faire un changement d’indice dans la somme.

1
1 i
Démontrer que la série E 7)x converge et préciser sa somme.

Correction : on peut commencer a dire que pour x = 0 le résultat est immédiat. Ensuite on utilise
directement I’écriture de la somme partielle trouvée précédemment :

- (—I)Hxi_ il DT
i =In(l+2) /Oidt

pat 7 1+t

On va montrer que la partie intégrale (qui correspond au reste de la série) converge bien vers 0 (sans
utilisation pour cette période de 'année de théoremes d’inversion limite et intégrale qui sont inutiles ici).

On a en effet : v (_1ynm e
/wdtg/ ¢ dt
o 1+t 0 1+t

x 71 ntn xT n+1
/ Ldt S/ tndtSL
0 1+t 0 n+1

On a deux cas :
siz>0:




4)

5)

6)

7)

siz<0:

x -1 n tn 1 0 1 T n+1
/() atl < /tndtS ||
o 141 1—=21/, l—-zn+1
Dans les deux cas, a z fixé, I'intégrale tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. On en déduit que la série
(71)14—1 ) +oo (71)1—1
Z ————xa' converge et que sa somme est : Z -
i=1
Remarque : vouloir faire une démonstration de convergence de série, comme le critere spécial des séries
alternées dans le cas x > 0, ou la comparaison avec une série géométrique, sauf dans le cas x = 1, ne permet
pas de donner la valeur de la somme. Il reste en effet indispensable de montrer que 'intégrale tend vers 0.

' =1In(1+z)

7

7

Montrer les égalités suivantes :

(-1t 1
n(2) =Y % C @)=
i=1 =1

Correction : 1’égalité trouvée a la question précédente est valable pour tout « € |—1, 1] en particulier pour
x =1 et pour z = f% qui donnent les résultats demandés.

Question de cours :(donc a redémontrer)
On considere une suite (uy), - de réels strictement positifs qui est décroissante et convergente vers 0.
L -1
(a) Montrer que la série > (—=1)"" " u,, est convergente.
Correction : vous irez relire votre cours en espérant que vous ’avez bien pris. ;-)

(b) Soit S sa somme et (S,), - la suite des sommes partielles.
Montrer que, pour tout n € IN* |S' — S| < tpy1.
Correction : méme chose.

Soit p € IN. Déterminer un entier naturel N, tel que Z —

=1

n i—1
-1
( : est une valeur approchée de In(2) & 1077
i
pres, pour tout entier n > N,,.
Correction : on utilise la question précédente car la série est alternée. On a donc, d’apres la question 4) :

n(2) -y i !

= 7 “n+1

. Pour avoir une valeur approchée de In(2) & 1077 il suffit (et non nécessaire

1
mais on ne peut répondre autrement) donc que 1 < 107P, c’est & dire n > 10? — 1. On a donc N, = 10P.
n

Soit p un entier naturel. On se propose de calculer une valeur de In(2) & 1077 prés en utilisant les sommes

n
1
partielles (Z 2l> .
! n=1

i=1
=1
(a) Pour tout entier n > 1, on pose R,, = Z i Justifier I'inégalité : 0 < R,, < QL
1=n—+1 ¢
1
Correction : On a, pour tout i > 1, o0 < 5 On en déduit que, pour tout N > 1 et tout n > 1, on a
7
N N %)
Y m< Y <Y gmmmricy
020 = 20 ~ 20 ontl1_ 1 on
i=n+1 i=n+1 i=n+1 2

On obtient alors le résultat par passage a la limite de N.

n
(b) Déterminer un entier N, tel que Z > soit une valeur approchée de In(2) & 10~? pres, pour tout entier
i
i=1
n > NZ').
1
Correction : On a, d’apreés la question 4), In(2) = Z 50 d’ou, d’apres la question précédente,
i
i=1

N
1 1
In(2) — Z o < o0 Pour avoir une valeur approchée de In(2) a 107" pres il suffit donc d’avoir
i=1

< 107P, C’est & dire n > plli(% On peut donc prendre N[/) - [pln(lo)—"

1
on 2)" In(2)
(c) Comparer N, (question 6)) et IV,

Correction : On a peut remarquer que N, dépend exponentiellement de p alors que NI’, est affine en

p. La seconde série converge donc nettement plus rapidement que la premiere.



Probleme

Dans tout le probleme on considere les suites (Hy), e+ €t (Un), - définies par :

1
VneN' H,=Y 7, u,=H,~1
n € 2% u n(n)

Partie I

1) Etablir pour tout entier naturel £ non nul, ’encadrement suivant :

1
—— <In(k+1) —In(k) <
— <ln(k+1)—In(k)

| =

Correction : on utilise le fait que la fonction t +— % est décroissante sur [k, k + 1] et on intégre sur cet
intervalle.
2) (a) Montrer le comportement de la suite (Hy,), -
Correction : Remarque : c’est une question de cours a redémontrer. cf cours
(b) A laide d’un encadrement donner u équivalent simple de H,, lorsque n tend vers +oo.

Correction : A l'aide de la premiére question on montre que pour tout entier non nul, on a

In(n)+ — < H, <In(n)+1

S|

. On en déduit, en faisant le rapport que H,, ~ In(n).

3) (a) Etudier la monotonie de la suite (un),, o
Correction : En faisant la différence on trouve directement, a ’aide de la premieére question que la
suite est décroissante.
(b) En déduire la convergence de cette suite (un),, -

Correction : par le méme encadrement trouvé a la question 2b), on a que (u,), - €st positive. Elle
est donc décroissante minorée donc convergente. Par propriété la limite est aussi positive. Comme le
premier terme de la suite est 1, on obtient 'encadrement de . On note v sa limite. Montrer que -y
appartient [0, 1].

4) Soit f une fonction de classe €2 sur IR’;. Pour tout entier non nul k& on pose

1 ht 1 ? "

(a) Etablir, pour tout entier non nul k, I’égalité suivante :

"(k+1)— f'(k k+1)+ f(k i
o= LD FE) SN (7
Correction : il suffit de faire une double intégration par parties.

(b) En déduire, pour tout entier n non nul, la relation suivante :

n

>ty = LI LT [ gy -3
k=1 k=1

Correction : il suffit de sommer 1’égalité précédente entre 1 et n — 1, séparer en deux sommes les
termes en f(k) avec un changement d’indice, et téléscopage pour les dérivées.

1
5) On suppose dans cette question que f est définie sur IR’ par f:z— —.
x

(a) Montrer, pour tout entier & non nul :

k+1 1
0< Ji < —
b /,C 443

Correction : on utilise l'expression de f”(t) et une majoration de ¢ — (t — k — %)2 sur [k, k + 1].



6)

7)

8)

9)

(b) En déduire que la série Z Jp, converge.

Correction : a l’aide de la majoration précédente, on obtient que J, = O (7713)7 et donc par critere de
Riemann on a le résultat.

+oo 1
(¢) Montrer que : Z Jr,=0 (7#)
k=n
Correction : il suffit de sommer I'inégalité de la question 5a) entre n + 1 et N, calculer 'intégrale et
de faire tendre N vers +o0.
(d) En déduire que :
1

1
H, =1 ~ 4o
() +9+ 5 +0 ()

+oo
Correction : si on note L = Z Jn, alors,avec f(z) = 1 I'égalité de la question 4b devient :

n=1

1 =
+in(n) — L+ Ji
k=n
on en déduit que v = g — L et, a I’aide des questions précédentes, le résultat demandé.

Partie I1

On considere deux suites de réels strictement positifs (an),cpn €t (bn),en telles que Zan converge et
ap ~ by,.

—+o0 —+o0
Redémontrer que Z ay ~ Z bg.

k=n-+1 k=n-+1
Correction : c’est une question de cours.

Soit o un réel strictement supérieur a 1.

(a) Justifier que, pour tout entier k supérieur ou égal & 2, on a :

k+1 k
[Mlaclof L
PR ke k—1 ¢

Correction : on utilise la décroissance de la fonction ¢ — t%

(b) En dédui io L.t 1
n aedulire que —_— .
d W k*  a—1no-1

Correction : on somme l'inégalité précédente entre n 4+ 1 et IV, on calcule les intégrales puis on fait
tendre N vers +o0o. L’encadrement obtenu permet de conclure.

Partie I11

s . P 1
On considere la suite (:cn)nE]N* définie par, pour n € IN*, x,, = u,, — o

Montrer que, pour tout entier n non nul,

“+oo
1 1 1 1
o, == -+ ——42In(1- =
Toam=g ) <k+k;—1+ < k))
k=n-+1
Correction : on utilise les différentes définitions et surtout une série téléscopique : en effet, ayant w,, —
+o00
et donc &, - y,ona~y—x, = Z (v — Tp—1)-
k=n-+1
En déduire 1’égalité suivante :

1 1 1
H, =1 - -
n(n) + 7+ 2n  12n2 to (n2>

Correction : on fait un développement limité de (% + ﬁ + 2In (1 — %)) et on utilise la partie II.



