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Définitions et notations

On travaille dans C¥, qui est ’espace vectoriel de toutes les fonctions de R dans C; on notera
aussi C°(R) (resp. CP(R), C>(R)) le sous-espace vectoriel des fonctions continues (resp. de classes

CP, C*) a valeurs complexes. Pour toute fonction f € C® et tout réel x, on pose

—+00

for= [ e an

—00

lorsque cette quantité a un sens.
Quand elle est définie, La fonction f s’appelle la transformée de FOURIER de f.

I. ETUDE D’UN EXEMPLE
1. Soient = et o deux réels strictement positifs.

(a) Justifier I'intégrabilité de la fonction ¢ — l%w sur l'intervalle |0, o].

(b) Montrer que la fonction ¢t — e%t est intégrable sur l'intervalle [z, 4+o00|.

+oo e_t

2. Dans la suite, ¢ désigne la fonction définie sur R’ par ¢(z) = / - dt.

x
(a) Montrer que, pour tout réel strictement positif 2, 0 < ¢(z) < .
(b) Justifier que ¢ est dérivable sur R et donner 1’expression de ¢'.
(c) Montrer que, lorsque x tend vers 0", p(x) + Inx tend vers

14—t
Cztp(l)—/ ! ot
0

( on pourra exprimer In x sous forme d’une intégrale.)

(d) Montrer que, pour tout z > 0,

xl_e—t

ga(ac)—i—lnm:C—i—/ dt,

0

et en déduire que

(-1t
ko kU

+o0
go(ac)—i—lnm:C—i—Z
k=1



3. Soit ¢ la fonction définie sur R* par

v(w) = 5 lla)).

(a) Montrer que 1 est intégrable sur les deux intervalles | — oo, 0[ et |0, +o0].

(b) Justifier que, pour tout z € R, ¢(z) a un sens et que
P(x) = / (t) cos(xt) dt.
0

(c) Montrer que 7 est de classe C* sur R et exprimer ses dérivées successives sous forme
d’intégrales.

(d) Montrer que, pour tout réel non nul x, on a

zZ(x) 1! /+OO et_t sin(xt) dt,
0

X
et calculer (0).
+oo ot
4. (a) Montrer que la fonction ¢ : = — / e sin(xt) dt est dérivable sur |0, +oo] et calculer
0

®’(x), pour tout z > 0, puis I'exprimer sans utiliser le signe intégrale.

(b) En déduire soigneusement que pour tout réel non nul z,

~ arctanx

P(x) =

xr
IT. QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d’'une fonction intégrable
(a) Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R ; montrer que pour tout
réel x, f(x) est bien définie et que la fonction f est bornée.

(b) Sienplus f est continue, montrer que f est aussi continue.

2. Transformations

(a) Montrer que l'application F' : ¢ — ¢, définie sur 1'espace vectoriel des fonctions
complexes continues par morceaux et intégrables sur R, a valeur dans C¥, est linéaire.

Dans la suite de cette question, f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R.

(b) Vérifier que pour tout réel a, les fonctions f, : t — f(t —a)etqf : t — f(at) possedent
des transformées de Fourier et montrer que

VeeR, fulr)=e T f(a) et mx):@f(j) (a #0).

(c) Exprimer de méme la transformée de Fourier de I'application ¢ — f(t)e‘ en fonction de
celle de f.

(d) Si f est paire (resp. impaire), donner une expression de sa transformeé de Fourier sous
forme d’une intégrale sur [0, 4oc0].



(e) Que peut-on alors dire de la tarnsformée de Fourier d'une fonction réelle et paire (resp.
impaire).

3. Dérivation

On considere un élément f de C!(R) ; on suppose que f et f’ sont intégrables sur R .

(a) Montrer que f tend vers 0 en Fo0.

(b) Montrer alors que

A~

VzeR, fl(z)=izf(z),
puis en déduire que f tend vers 0 en +oo.

(c) On suppose de plus que I'application g : t ~— tf(t) est intégrable sur R ; montrer que f
est de classe C! sur R et que

VzeR, (f)(z)=—-ij(x).

II1. UNE FORMULE D’INVERSION

A- Un autre exemple
+oo

Dans cette section, h désigne la fonction ¢ — e~** ; on admet que / h(t) dt = /7.

—00

1. Vérifier que h est bien définie, dérivable sur R et qu’elle satisfait I'’équation différentielle

x
y+5y=0 (1)

2. Résoudre I'équation différentielle (1) et donner ’expression de h.

3. Donner alors 'expression de la transformée de Fourier de la fonction ¢ — e € &> 0.
B- Application a la formule d’inversion

Dans cette section, f désigne une fonction continue, bornée et intégrable sur R telle que f soit
aussi intégrable sur R. Soit (&), une suite de réels strictement positifs tendant vers 0.

1. (a) Soit v € C°(R) une fonction intégrable sur R. En utilisant le théoréme de la convergence
dominée, montrer que

+oo 5 +oo
lim v(y)e Y dy :/ v(y) dy.

—
n—+00 —0o0 — 0o

(b) Montrer de méme que si w € C°(R) est une fonction bornée alors pour tout z € R,
+o0 9
lim w(z +epy)e™ ¥ dy = w(x)/T.

—
n—-4o00 — oo

2. Montrer que, pour tout n € Net toutz € R,

+o0o +oo ) 5 +o0o 5
/ f(t) (/ e~ W(t=2)=Eny dy) dt = 2\/77/ flz+2\e, s)e”® ds.

—00 o0



3. Soit z un nombre réel.

(a) Justifier que, pour tout couple (p, ¢) d’entiers naturels non nuls et tout ¢ > 0,

P q q P
ivy—£y? ft)e ! dt> dy= [ f(t < —iy(t—)=€y> g > dt.
/_pe (/_q (t)e v /_q (t) /_pe Y

(b) Montrer que, pour tout € > 0,

+oo 5 q ) +oo 2 400 )
lim ¢irY—EY < / F(t)e Wt dt> dy = / eleY—EY < / F(t)e Wt dt) dy.
4=T°J o —q —00 —00

(c) Montrer que, pour tout entier naturel non nul g et tout e > 0,

q p ) q +oo )
im [ ) ( [ eene dy) at=[" st ( [ e dy) dt.

(d) En déduire que, pour tout e > 0,

—+00 “+oo . 2 +oo . 2 A
/ £(t) ( / ¢~ li—o)—y dy) dt = / TVE fy) dy.

4. Montrer alors que, pour tout x € R,

f(@) = — / " i) dy.

—00

FIN DE L’EPREUVE
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LETUDE D'UN EXEMPLE

1) a) Ona: lim 1_784 = 1, donc la fonction est prolongeable par conti-
t—0

nuité sur l'intervalle [0, o] et par suite intégrable sur I'intervalle |0, o

b) Ona: lim 2< = lim te~' =0, donc ¢ — < est négligeable de-

t—-+oo ¢ t—-+o0 ¢
vant t — t% en +oo or t t% est intégrable sur 'intervalle [z, 400,
donc t — ‘%t I'est aussi .

“+oo
2) Dans la suite , ¢ désigne la fonction définie sur R* par ¢(z) = / Tdt

+00
a) Ona:® " >0 Vte [z, +oo, donc p(z) = / 6Tali& > 0, d’autre
part : ’

+oo ,—
? < %t Vt €lx, 400, donc p(r) = / ert < () =

o0 t
e e ,
—dt = —, donc on a montré que ,
- x x

pour tout réel stric-

tement positif z on a: 0 < p(x) < < .

+00
b) Vo € Ri, p(x) = / e—dt —/ —dt est dérivable comme
1

+oo —
e
différence d’une constante, / Tdt et d'une primitive / —dt
1

e <

de &=, avec Vz € R}, ¢/(z) =

T

+oo ,—t oo q +oo —t 1 1— et
) cp(x)+lnx:/ 6—dt+/ —dt:/ e—dt—/ C at

tend vers

11_€—t
c=o)- [
0

N 1
a utilisé les intégrales
0

dt quand z tend vers 0", notez bier

_ e—t +o0 e—t

; dt et / Tdt qui so
définis puisque associés a des fonctions intégrables d’aprés le
tions précédentes.

Une simple utilisation de la relation de Chasles pour int

1_ —t
c .

donne pour tout z > 0, p(z) +Inz = C + /
0

n -
D’autre part : pour tout ¢ > 0,n € N*on a: et = Z <—
R, (t), série alternée, avec |R,(t)| <

k=0
n k’ltkl R(
LR
R

gt T]—
donc/ ‘
(n+1)! 1) t
k=1

/OI 7; ) 3 ﬂxk_/ox&;()dt,or

X tn
—dt dt < —d
‘/0 t | / = | - /0 (n+1)!
n+1

dt — 0 quand n — 400 pour z > 0 fixe,

(n+1)(n+1)!
puissances sont négligeables devant les factoriels. Donc quar
T1—e

n — +oo avec x > 0 fixe, on obtient : /
0



3)

Il et on peut en déduire que

+0oo k=1 .k
1
ole) tmr=c+ Y T

k=1

Montrons d’abord que ¢ est intégrable sur ]0, +-00], en effet d’aprés
les questions 2.a et 1.b on peut affirmer que ¢ est intégrable sur
+oo k—1 .k
(1) =
p kK
voisinage de 0, on peut affirmer aussi que p(z) + Inx ~ C' + x au

voisinage de 0, or z — C' + x et x — Inz sont intégrables sur |0, 1],
1

([ |Int|dt = 1+zInz—2) donc ¢ est intégrable sur |0, +o00[ et par
—00,0[ et

[1, 400l et d’aprés la question 2.d et vu que ~ T au

suite Yx :— ¢(|z]) est intégrable sur les deux intervalles |
10, +o0f .

Pour tout z € R, on a |e™)| < |p(t)| et t — || intégrable
sur les deux intervalles | — oo, 0[ et |0, +oo[, donc t — e“h)(t)

“+oo
I'est aussi donc les intégrales I; = / erlpdt et I, =
0

0
/ et (t)dt ont un sens et donc ¢(x) = I; + I, a un sens.

—0o0

D’autre part

~ oo +0o0
) = /_ ettt = /0 ;m (t)dt +

‘ 1 ixt e 1 zmt e 1 —iTU
/OO 3¢ e(=t)dt = /0 3¢ p(t)dt + /0 3¢ o(u)du =
+oo 1 +o0o 1 ] +o00
/ et ()t + / Lemint ()t = / (1) cos(at)dt.
0 2° 0o 2 0

La fonction & : (x,t) — o(t) cos(xt) est intégrable sur |0, 400 par
rapport a t pour x fixé, elle est de classe C* sur R par rapport x

dont la dérivée n-eme est .

ct— t"p(t) cos(xt + n2), on a |§$i

Ep (z,t)] < t"p(t) Vt e
10, +00[. Montrons alors que t — t"p(t) est intégrable sur |0, +oo],

en effet au voisinage de 0 on a :
t"o(t) +t"Int ~ Ct" + "L or t — t"C + " et t +— "]
intégrables sur ]0, 1] donc t +— t"¢(t) est intégrable sur |0, 1]

suite & : t — t"p(t) est intégrable sur |0, 1], et donc ¢ — 3

est aussi intégrable sur |0, 1]. d
D’autre part, d’aprés la question 2.a 0 < t"p(t) <
[0, 400 et comme t"'e~" est négligeable devant - au voisia
400, car les exponentielles 'emportent devant les puissances

t — % est intégrable sur [1,+oo[ alors t — t"p(t) est intégra
e

—(x,t) l'est aussi.
I»TL

tn—le—t

[1,400[ et par suite ¢ —

Conclusion : t — a—g(az,t) est intégrable sur |0, +ool, le th
l»n

de dérivation sous signe intégrale permet d’affirmer que
classe C* sur R avec :
—+00

D™ (z) = /0 t"o(t) cos(xt + ng)dt

Pour tout réel non nul z, on a a ’aide d’une intégration par

~ e sinat]
B = [ ewesena = o™
0 t—s

oo sin xt
/ Pl(t)——di =

0
1 +oo _— " —t
—/ 6— sin(xt)dt, car d’aprés 2.a |p(t )smx | < R 0.
T Jo t T

t — +oo pour z fixé, et d’aprés 2.d p(t) + lnt ~ C +t au vc

de 0, donc
sin xt sin xt sin xt

o(t) —t— Int ~ (C +1t)

sin xt sin xt
~ t quand t — 0 pour z fixé, alors ¢(t)

quand t — 0 pour

comme

sin xt

(C +t)t quand t — 0 pour x fixé et donc lirrol o(t) =0,
fixé.
-~ F(SL’) +oo
Ainsi ¢(z) = ) avec b:x— p(x, t)dt telle que &
0

et




p(z,t) = 6Tftsin(xt), donc 1(0) = @(0) & condition quon peut
dériver sous signe intégral, ce qui n’est pas difficile a justifier puisque

op 4 L : L
97 t — e "cosxt est intégrable sur [0, +oo[ puisque majorée par
z
e~ !, intégrable sur [0, 4+o0[, pour z fixé.
00 ap

Donc 9 (0) = @'(0) = /0 5 (0. t)dt = /0 a1,

Dans la question précédente on a déja montré que la fonc-
tion ® : z — f0+m§sin(xt)dt est dérivable sur ]0,+oo[ avec

(x) =

4) a)

“+oo
/ e 'cos(xt)dt, pour tout xz > 0, puis on a :
0

+00 ‘ oo pliz—1)tttee
'(x) = §Re/ e te™t = ﬂ?e/ et — Re [ } =
0 0

t—0

1x— 1

iz —1 2 +1
quand t — 4-o00.

1 1 |
_§Re( ) = . Notez bien que : |€(l:c—1)t| et g

b) D’aprés la question précédente, on a : J(x) = ? pour tout

réel non nul z, et ® est de classe C! sur |0, +oo[ avec ®'(z) =
== VYo > 0, donc ®(z) = arctanz + A Vz > 0, de méme
O(z) = arctan x + ¢ Vo < 0, donc

,{z]\(x) — arctan £+ \V/ZIZ' >0
arcta;lx-l—u \V/ZIZ' <0
1 siz=0

comme @E est continue sur R alors A = = 0 d’ou le résultat.

I.QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER
D’UNE FONCTION

1) Transformée de Fourier d’une fonction intégrable
a) Pour z fixé, on a : e f(t)| < |f(t)] Vt € R, or f une fonction
continue par morceaux et intégrable sur R; donc t — e =™ f(t) 1'est

aussi d’ou pour tout réel z, f(x) = / e " f(t)dt est bien définie,

[e.9]

b)

—+00

en plus | F(z)| :\/_ e~ £ (1) g/ FO|dt = M, co

qui ne dépond pas de x et donc la fonction fest bornée .
Si de plus f est continue, alors t — e~ f(t) est intégrable s
x — e ! f(t) continue sur R, donc f est aussi continue .

2) Transformations

a)

Soient 1, s deux fonctions complexes continues par morce
intégrables sur R, et A € R alors ¢; + Ay est aussi un
tion complexe continues par morceaux et intégrable sur I

Flp1+ Apa)(z) = /_+oo e (1 + M) (t)dt =

+o0 oo
/ e_thOl(t) + )\/ 6—zxt¢2(t)dt = F(Qpl)(l') + )\F(SOQI

[e.e] —00

donc F' est linéaire .

f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur I
pour tout réel a, les fonctions f,(t) = f(t —a) et of(t) = f(c
aussi des fonctions continues par morceaux et intégrables s
par suite possédent des transformés de Fourier, avec que po

réel =, f.(r) = / e f(t — a)dt = e_“”’/

e—ixu‘f(q
— 00 —00

e_i‘”f(x), en utilisant le changement de variable u = ¢t —
méme avec le changement de variable v = at on obtient ,
ﬁf (%) (a # 0), faites attention ici aux bornes si a < 0 alc
devient +o00 et inversement ce qui justifie le |al.

La transformée de Fourier de I'application ¢ — f(t)e'® au
est :

+o0 -
/ e~ @t f () dt = f(x — a).

oo

Si f est paire alors J?(x) = /_0 e~ () dE + /OO et f

f:o e E(t)dt + /OOO ez’xuf(_oz)du _ /Ofoo g
e f(u)du =
0

/0 m e () dt + /0 h et f(t)d



e)

“+oo
2 / cos(xt) f(t)dt, on a utilisé le changement de variable u = —t
0
puis on a remplacé u par t puisque sont deux variables muettes.

Si f est impaire on obtient f(z) = 2@'/ sin(xt) f(t)dt.
0

La transformée de Fourier d’une fonction réelle paire est réelle alors
que celle d’une fonction réelle impaire est imaginaire.

3) Dérivation

a)

T

f'(H)dt = f(z)— f(0) admet une

0
limite finie quad © — 400, et donc lim f est finie, soit L cette
+oo

f' étant intégrable sur R, donc

limite, si L # 0 alors |f(z)| — |L| > %, quand x — 400, or f
est continue, donc un intervalle [A, +o00| sur lequel | f| > %, or f est
intégrable sur [A, +oo[, donc le fonction constante % le sera aussi,
ce qui n’est pas le cas, donc L = lim f = 0, et de méme on montre
+oo
que lim f =0 .
— o

f' étant une fonction continue par morceaux et intégrable sur
R, donc admet une transformée de Fourrier, définie par la rela-

~ too . . t——+00
Fila) = / e ft)dt = [ f(8)]7T
el P -~ f(x)
zx/_ e ™ f(t)dt = izf(x), donc f(z) = .

o0

tion : Vo € R :

tend vers 0 en

+o00, car f’ est bornée en utilisant la question II.1.a pour la fonc-
tion f’.
Le fait que l'application g : ¢t +— tf(t) est intégrable sur R nous

permet d’affirmer que f est de classe C! sur R et de dériver sous le
signe intégral ; avec :

veeR, (F) (@)= —z/

— 00

I[IILUNE FORMULE D’INVERSION

+oo

e f(t)dt = —ig(x).

A-Un autre exemple

1) La fonction h est de classe C! sur R, intégrable sur R, et t ~

intégrable sur R, (car négligeables devant 7 en +oo), donc h e
définie, dérivable sur R avec :

~ oo 9 . e_t2 "
Ve € R, h'(zx) = —i/ e e dt = —i —e_mT
oo §
x [T —ixt _—t2 Ly T e biafeis 74 . s
3 e e dl = —§h (x) et donc h satisfait I’équation différe
Yy +35y=0.

2) La solution générale de l'équation différentielle (1) est de la

~ ) N oo
y(x) = AG_%, donc h(z) = )xe‘Tz ou A = h(0) = / e Pt = N

3) e’ = sz h(t), donc
d’aprés la question I1.2.b la transformée de Fourier de la fonctic

~ g
e’ &> 0 est : %h (%) — \/§6_4_€.

B-Application a la formule d’inversion

1) a) Soit les v, € C°(R) définies par v,(y) = v(y)e =¥", se s
fonctions intégrables sur R car dominées par v intégrables st
qui de plus convergent simplement vers v. En utilisant le th

+oo
de la convergence dominée, on a que : lim / v(y)e
+00
—00

n—-

+o0 ) +o0
/ lim o(y)e =" dy :/ v(y)dy.

n—roo
oo + o0

b) Meéme que précédement, poser w,(y) = w(x + e,y)e ¥ ¢’
fonction intégrable sur R car bornée par la fonction int

y +— suplwle™’, de plus lini we(y) = wlx)eV
Eoo ) 400
lianr w(z + ey)e ™ dy = / lianr w(x + eyy)e”
+0o0 - 9 +oo 9 -
/ w(z)e ™ dy = w(x)/ eV dy = w(x)/r.

2) Pour tout n € N et tout z € R, on a, et ceci d’aprés la q

“+oo
II.A.3 / e~ W) =eny® gy — \ /16—%
_ En

. #(7) -




3)

—+00

+0o0
ft) < / e—iy@—w)—en@ﬂdy) dt =
—00 —00 oo

+o0 (t—=)2
/ f(t), /;e_ T dt = 2/ fx+ 2\/€n8)6_52d8, en effectuant

le changement de variable s = 2;:%’

a) Clest le théoreme de Fubini qui nous permet d’intervertir les deux
intégrales, puisqu’il s’agit d’une fonction continue sur le carré

[—p,p] X [—q,4].

q .
Posons, pour tout y € R, f,(y) = v’ (/ f(t)e_lytdt), on a:
—q
“+oo
f(t)e ¥dt et | fy(y)] < 2qs%p|f\6‘€y2,

majorée normalement par une fonction intégrable sur R, donc
lim f, est intégrable sur R avec

lim f,(y) = e’
g—-+oo

q—-+oo

+oo “+oo
liT fo(y)dy = / liT fq(y)dy, ce qui donne pour tout
q—T00 — 00 — 00 q—T00
e >0,

+0o0 ) 9 q ] +00 ) 9 +oo
liIJP ety (/ f(t)e_lytdt) dy:/ ety ( f(t)e
9770 J —q —00 —00

Le méme raisonnement que précédement en posant cette fois
g4(t) = f(t) (ffp e‘iy(t—x)_adey), et faire tendre p vers 400 nous

permet d’affirmer aussi que pour tout entier naturel non n

tout € > 0,
+o0 ]
£(t) ( [ e

q P ) q
lim f(®) ( / e~ W(t—a)—ey dy) dt = /
Pt ) g -p —q

d) Conclusion immédiate des question précédents.

4) D’aprés les questions III.B.2. et III.B.3.c, en remplagant ¢ par
(€n)n une suite de réels strictement positifs tendant vers 0,

+o0o +o0o -
2/ flz + 2y/Ens)e Fds = / ey~ f(y)dy. Bt apré

vérifié qu’on peut intervertir limites et intégrales, chose qui n’est

ficile puisque e@v—<n¥’ f (y) sont normalement bornées par f, int

sur R et f(z + 2,/,5)e™*" sont normalement bornées par sup
R

intégrable sur R aussi, donc qund n — 400, on obtient : pour t

+o0 ) too +o0 )
R, L (x)e™® ds:/ e"™ f(y)dy, Comme/

s B

s 5 e %ds =
b — 00 —0Q

a le résultat.

_iytdt) dy.

Fin.




