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DSn° 1: Réduction

Durée : 4 heures

AVERTISSEMENT

L’usage de calculatrices est interdit.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
I’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris
en compte. Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Il est interdit aux candidats de signer leur composition ou d’y mettre un signe quelconque pouvant indiquer sa provenance.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Exercice : e3a MP, 2016

On consideére la matrice
-1 1 0
A=|1 =2 1 |e 3R
0 1 -1
et on pose F = Vect(I3, A, A%) et € (A) = {B € 45(R)/ AB = BA}. Dans cet exercice, la transposée d'une

matrice M € 3(R) est notée M " .

Partie 1 - Réduction de la matrice A

1. Déterminer le polyndme caractéristique et le spectre de A.

2. Déterminer les sous-espaces propres de A puis une matrice P € .#3(R) telle que P est orthogo-
nale et PT AP est diagonale.

Dans la suite, on pose D = PTAP.

Partie 2 — Ftude de € (A)

3. Démontrer que % (A) est un sous-espace vectoriel de .#3(R).
4. Démontrer que F c € (A).
5. Pour une matrice B € .#3(R), établir I'’équivalence :

Be€(A) < P'BPD=DP'BP

6. Démontrer que %6 (A) est un espace vectoriel de dimension 3.
7. Démontrer que € (A) = F.

8. La matrice A3 appartient-elle a F (on justifiera la réponse) ?

Page 1/4



Probleme : e3a MP, 2019

’Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2

Partie I

1. Rappel des propriétés de la trace d’'une matrice notée tr.

1.1 Montrer que tr est une forme linéaire sur ., (R).
1.2 Prouver que : V(A, B) € (#,(R))?, tr(AB) = tr(BA).

1.3 En déduire que deux matrices semblables ont méme trace.

2. | Dans toute la suite du probléme, A est une matrice de ., (R) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes, A1, -+, A,

2.1 Justifier Pexistence d’une matrice C' € GL,(R) telle que C™*AC = D ou D = diag(A1,- -, Ap).
2.2 Vérifier alors que I'on a : Vk € N, tr(A4%) = z”: PL
i=1
Partie II
Soit @ un polynome de degré n de C[X]: Q(X) = i b X",
k=0
On note ag, - -, a, ses racines complexes, distinctes ou non et on a donc : Q(X) = b, ﬁ(X — ;).

n
On note, pour tout k € N* : T, = Z af et Ty = n.
i=1
L’objectif de cette partie est de calculer les termes de la suite (T})reny A& partir des coefficients du polynéme Q.

1. Soit a € C.

m—1
Démontrer que, pour tout entier naturel m > 1, ona: X™ —a™ = (X —a) <Z aka1k>.
k=0

X
2. Soit 7 € [1,n]. On note @; le polyndéme défini par : @;(X) = )?( ) .
—
Montrer que @)’ est une combinaison linéaire des @; que ’on déterminera.
X) — Qo
3. En remarquant que Q;(X) = w, montrer que ’on a :
— o
Q0= 3 (St )
r=1 \k=r
4. Déduire des questions 2 et 3 que l'on a : Vr € [1,n], rb, = Z bry; T
§=0
5. Soit k € [1,n — 1]. Exprimer T}, en fonction de Tp, - -+ ,T,—1 et des coefficients du polynoéme Q.
6. Soit £ > n.
n
6.1 Montrer que 'on a : Z bjTy—n+j =0.
§=0
6.2 Exprimer alors T) a 'aide de T, Tk—n+1,- -, Tx—1 €t des coefficients du polynome Q.

7. Conclure.
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Partie III

On rappelle que A est une matrice de ., (R) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes, A1,--+, A, et on pose :
n n—1
PX)=][(X-\)=X"+> ap X"
i=1 k=0

n
et pour tout élément k de N*, S = Z )\f.
i=1
On consideére alors le systéme linéaire (X) dont les inconnues sont uq, - - ,u, et défini par les n équations suivantes :

S1+u =0et Vk €[2,n], Sk+u1Sk—1+u2Sk—2+--+ur_151 +kur =0
1. Démontrer que le systéme (X) posséde une unique solution dans R™.
2. Vérifier que uq = a,_1 et que us = a,_s. On pourra utiliser les relations coefficients racines d’un polyndme.
3. En utilisant la partie IT, montrer que (a,—1,an—2, - ,a1,ag) est solution du systéme (X).
4. En déduire que l'on a : Vk € [1,n], ux = ap—g-

Partie IV

1. Justifier que P(A) = O,,.
2. Prouver I’équivalence : A inversible <= ay # 0.
3. Montrer que la matrice A™!, si elle existe, s’écrit comme un polynéme en A.
4. On considére la suite (Bg)ie[1,n] de matrices de ., (R) et la suite (di)re[1,n] de réels définies par :

dl = —131'(14)7 Bl =A + dlln
Vk € [[Q,TL]], dy = 7%t1‘(Bk_1A) et By, = Bi_1A+d.I,

4.1 Etablir que 'on a :
E
Vk € [L,n], By = A"+ d; A"
i=1

4.2 Montrer que ’on a aussi :
k—1
1 ,
Vk e [2,n], dp = —— <tr(Ak) + E ditr(Ak_Z)>
k i=1

4.3

4.3a Prouver alors que : Vk € [1,n], dr = apn—p
4.3b Déterminer B,,_1.
4.3c Déterminer B,,. Le résultat était-il prévisible 7

1 0 -1 1
L 0 0 0 2
5. Aplication : On prend n =4 et A = 10 -1 0
1 2 0 1
Utiliser la méthode étudiée au-dessus pour déterminer le polynome caractéristique de A et la matrice A~".
-5 2 4 0
. 2 0 -2 —4
On pourra utiliser que : By A = 4 _2 3 0
0 -4 0 -1

Facultative (Bonus, hors bareme)

6. Le listing ci-dessous fournit 5 fonctions écrites en langage Python. Les matrices seront notées comme des listes de listes.
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1 def fonctionl(A,B) : 25 for i in range(n):

2 n=len(A) 26 S+=A[i][i]

3 c=[1] 27 return S

4 for i in range(n): 28

5 L=[] 29 def fonction4(A,x):

6 for j in range(n): 30 n=len(A)

7 s=0 31 B=[]

8 for k in range(n): 32 for i in range(n):

9 s+=A[1i] [k]1*B[k] [j] 33 L=[]

10 L.append(s) 34 for j in range(n):
11 C.append (L) 35 L.append (A[i] [j]*x)
12 return C 36 B.append (L)

13 37 return B

14 def fonction2(x,n): 38

15 A=T] 39 def fonction5(A,B):

16 for i in range(n): 40 n=len(A)

17 L=[0]*n 41 c=[1

18 L[i]l=x 42 for i in range(n):

19 A.append (L) 43 L=[]
20 return A 44 for j in range(n):
21 45 L.append(A[i] [j1+B[i1[j1)
22 def fonction3(A): 46 C.append (L)
23 n=len(A) 47 return C
24 S=0

6.1 Déterminer les types d’arguments pris par chaque fonction et le résultat qu’elles retournent.

6.2 Compléter le programme ci-dessous permettant d’afficher les coefficients du polynoéme caractéristique de la matrice A.

1 d=[1]

2 A=[[1,0,-1,11,T0,0,0,2],[-1,0,-1,0]1,[1,2,0,1]1]

3 n=len(A)

4 #

5 # Compléter le programme

6 #

T #

8 print("Les coefficients du polyndme caractéristique, dans 1l’ordre décroissants des
puissances sont :",d)
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Corrigé e3a MP-mathématiques 1

Exercice 1.

1. Pour x dans R on a

z+1 -1 0 r -1 0 1 -1 0
1 oz -1 | rriatletls c+2 1 |=z|1 z+2 -1
0 -1 x+1 r -1 x+1 1 -1 z+4+1

1 -1 0

xalz)=2z|0 z+3 -1

0 0 z+1

xa=X(X+1)(X+3),Sp(A) ={0,-1,-3}].

2. La matrice A étant symétrique et réelle, elle est ortho-diagonalisable. Il y a trois valeurs
propres simples et il suffit de normer les vecteurs de bases choisis pour les trois droites
propres pour obtenir les colonnes d’une matrice P qui convient.

Pour la valeur propre 0 (somme constante des lignes), il suffit de prendre le vecteur
(1,1,1)T, donc L (1,1,1)7.

V3
0 10 _ 0
Avec A+I3=| 1 —1 1 |, lesous-espace propre est la droite d’équation { y=
0 10 r+2=0

engendrée par le vecteur \/i? (1,0,—1)7.

Les sous-espaces propres étant orthogonaux on peut prendre pour troisieme vecteur le
produit vectoriel des deux premiers (programme de mathématiques pour la physique et les
sciences de l'ingénieur) et on obtient \/Lg, (—1,2,-1)T.

(si on ne veut faire cela on résout (A+313) X =0)

1 1 1
V3 V2 e

Ainsi, avec | P = ?g 10 %6 € O3(R) | on obtient
Vi V2 Ve

PTAP =P AP =D = diag(0, -1, —3)| .

3. L’ensemble C(A) est non vide car il contient au moins toutes les matrices scalaires, dont
O et I3, et aussi toutes les puissances de A (et les polynémes en A ...)
Si (B,C) € A% et (o, B) € R%, avec la structure d’algebre de M3(R), on a
(aB+pC)A=aBA+pCA=aAB+AC=A(aB+50C),

ce qui donne |C(A) sous-espace vectoriel de de M3(R)|.

(c’est méme une sous-algébre ...)
4. Avec A AF = A1 = A* A pour tout k£ dans N, on a A* € A pour tout k£ dans N, donc,

comme C(A) est un sous-espace vectoriel, | FF C C(A)|.
5. Avec A = PDPT ona BA = AB <= BPDP" = PDPTB, cest-a-dire, en

multipliant & gauche par PT = P! et & droite par P,
BA=AB < (PTBP)D=D(PTBP)|.

6. En notant C = PT B P, comme la matrice D est diagonale a termes diagonaux distincts,
avec C'D = D C on a C' diagonale.



(si C = (ciji<ij<z et D = diag(ar,a0,0a3), on a CD = (ajcj) et DC = (a¢iy), donc
(ai — ) ¢ij = 0 pour tout (i,7) dans [1,3]* et alors i # j entraine o — aj # 0 done ¢;j = 0,
ce qui signifie que C' est diagonale)
Comme les matrices diagonales commutent entre elles, on a donc
CD=DC < C e D;sR),
ou D3(R) est le sous-espace de dimension 3 des matrices diagonales :
D;(R) = Vect(E1 1, Eag, Es3).
((Ew = (0ik (5]-7@)1@,@@1) 1< j<n est la base canonique de M3(R))
Avec I'équivalence établie ci-dessus, on a donc
A = Vect(P Eyy PT,P Ey5 P, P F33 PT).
L’application M + P M P! est un automorphisme (intérieur) donc la famille libre
(Ev 1, B9, E33) est transformée en une famille libre et finalement
dim(C(A)) = 3].
. Le polynome caractéristique de A est scindé a racines simples donc ¢’est aussi le polynome
minimal, ce qui signifie que A n’admet pas de polynome annulateur non nul de degré
strictement inférieur a 3, donc
la condition al3 + BA+~vA? =0 entrainea =3 =~v=0:
la famille (I3, A, A?) est libre donc dim(F) = 3 et avec F' C C(A) on a
F=C(A)|.
. On pourrait faire : avec le théoreme de Cayley-Hamilton on a xa(A) = 0 et avec x4 =
X34+ 4X%+4+3X onobtient A> = —-4A%2-3AcF.
Ici, avec tout ce qui précede on peut dire | A% € C(A) = F'|.




Corrigé - e3a -

MP - 2019 - Mathématiques 2

, An, elle est diagonalisable et

et comme deux matrices semblables ont méme trace,

Partie I
1.
1.1 Question de cours
1.2 Question de cours
1.3 Question de cours
2.
2.1 D’apres le cours, A € #,(R) ayant n valeurs propres deux & deux distinctes, Aq,---
’il existe une matrice C' € GL,(R) telle que C~*AC = D ou D = diag(\1,- -+ , A\n). ‘
2.2 On montre alors par récurrence que Vk € N, A* = ¢D*C—!
tr(A%) = tr(DF). Or tr(DF) = ZAk et donc | Vk € N, tr(A¥) = ZA’“
=1
Partie II
m—1 m—1 m—1
1. —(l) <Z aka—l—k> — Z aka—k _ Z ak—i—lX’m—l—k
k=0 k=0 k=0
m—1 m
= afxm=k _ Z o' X™=! (changement d’indice [ = k + 1 dans la deuxiéme somme)
k=0 I=1
= XM _ ™
m—1
On a donc : | Pour tout entier naturel m > 1, X" —a™ = —a) (Z akalk)
k=0
2. H — Ozk
Par dérivation d’un produit, on obtient : Q'(X) = an H(X —ag) = Z Qi(X)
i=1 = i=1
s
n
On a donc | Q' = ZQi'
i=1
St - b
3 Q‘(X)_Q(X)—Q(Oéi) _ k=0 k=0 =Y b X*—af
e X — o X — o k_Okaai
n Xk _ .k
- Z b < L (car le terme d’indice 0 est nul)
k=1 T
n k—1 .
= Z b Z Xjai“Fl (en utilisant la question 1.)
k=1 j=0
n k
= Z b Z X""'aF™" (changement d’indice r = j + 1)
k=1 r=1
n n n n
= Z Z b X1 f " (permutation des deux Z Z Zak, Z Zak,
r=1k=r k=1r=1 r=1k=r
=Y (Z bkaf_r> Xt
r=1 \k=r
On a donc : = (Z bkak T) xr—1
r=1 \k=r
4. D’aprés les questions 2 et 3, on a :
Q(X)=> rb X" et
r=1
=300 =35 (St ) =3 (S (St ) =5
= i=1r=1 \k= r=1 \k=r i=1 r=1



En identifiant les coefficients du polynome @', on obtient pour tout r € [1,n] :
n
Tbr = Z kak—r
k=r

= Z by+;T; (changement d’indice j =k — )

n—r

On a donc : |Vr € [1,n], rb, = Z br1 ;T
7=0

. Soit k € [1,n—1]. Soit r =n—k. r € [1,n —1].

D’apreés la question précédente :

n—r k—1
(n—k)bp_ =7by =Y _ by ;Tj = an ki Ty =D bk Ty + bu Tk
Jj=0 j=0 3=0

Donc b, T, = (n — k)bp—i — Z bpn—k+;15, or Q est de degré exactement n et donc b, # 0

1
et:|Th=- | (n—K)bnok — Y bor;T

6.1 Soit & > n.
Pour tout i € [1,n], Q(«;) = 0. Donc :
0=>"Qa)al =3 Z f“=ij< if—nﬂ) > biThny;
i=1 7=0 7=0 =1 7=0
On a donc : ijTk_m_j =0.
n—1
6.2 D’aprés la question précédente, 0 = Z bjTk—n+j + b, T} et donc, comme b, # 0 :
j=0

1 n—1
D BLC

On peut donc calculer les termes de la suite (Tk)ren & partir des coefficients du polynéme Q.

Partie III
Uy = *Sl
u1.S1 + 2ug = — 5o
. Le systéme (X) peut se réécrire : ¢ u3S2 + u2S1 + 3uz = —S3

u1Sp—1 +uaSp—2 + -+ up_151 + nu, = =5,

Sa matrice est triangulaire inférieure, les éléments diagonaux sont 1,2, - - ,n, non nuls, la matrice est donc inversible et donc:

’Le systéme (X) posséde une unique solution dans R”.

n

n—1
CPX) =[[(X = X)) =X"+ > Xt
i=1 k=0
Les relations coefficients racines donnent :

n 2 n
Up_1 = — Z)\:—Sletangf SN =5 (ZA) -3 N :%(55752).
i=1 i=1

1<i<j<n

1 1
Du systéme (X), on tire u1 = —S1 = a1 et ug = 5(—u151 —8y) = i(Sf —S3) = a2 et donc :

’ul =an_1 et uo = ap_o. ‘




n n
b

3. Dans la partie II, on a H(X —q;) = b—ka et Ty, = Zaf et en I1.4. on a montré que :
i=1 k=0 " i=1
Vr e [1,n], by =Y bpyi Ty
3=0

b
En remplacant «; par \; et T; par S; (en posant Sy = n) et en posant ap = b—k on obtient :
n

Vr e [1,n], ra, = Z 4555,
3=0

k
On posealors k=n—r: Vke[l,n—1], (n — k)an— = Zan_Hij.
j=0

(pour k = 0, la relation est sans intéret)
k—1

Ora,=1et Sy=n,donc: Vk € [l,n—1], (n — k)an_x = Zan_k+j5j + Nap_p + Sk
j=1
k-1
et Vk € |[1,n — 1]], 0=5;+ Zan_k+ij + kay,—k
j=1

Pour k = 1, on obtient S; + a,,_1 = 0.
Pour k € [2,n — 1], on obtient 0 = St + ap_1Sk—1 + @n—2Sk—2 + - + an—g+151 + kan_g.

’ (an—1,an—2, "+ ,a1,a0) est donc bien solution du systéme (3). ‘

4. On a vu en 1. que (X) posséde une unique solution. (an—1,an—2, - ,a1,a9) et (u1,uz, - ,u,) sont solutions de () donc :
"v’k € [1,n], ukr = an—g- ‘

Partie IV
1. P est le polynome caractéristique de la matrice A. D’aprés le théoréme ce Cayley Hamilton, on a donc : | P(A) = O,.
2. ag = P(0) = (—1)" det(A) (terme constant du polynome caractéristique).

Donc : ’ A inversible <= a¢ # 0. ‘

n—1 n—1
3. P(A) =0, donc A™ + Z arA* = 0 ce que Pon peut réécrire : A (A"_l + Z akAk_1> +aol, =0
k=0 k=1

n—1
1
Siag#0, alors A~ = —— (A"_l + ZakAk_l> et donc :

a
0 h—1

’La matrice A~1, si elle existe, s’écrit comme un polynéme en A. ‘

4.
k .
4.1 Montrons par récurrence que 'on a Vk € [1,n], By = AF + Z d; AR
i=1
e Pour k =1, By = A+ dy1,, la relation est donc vraie.
k .
e Supposons que pour un entier k > 1 donné, By, = AF + Z d; A0
i=1
Par définition : Byy1 = By A + dgy11,. On a donc :
k k k+1
Bij1 = (Ak +> diA’f—l) At dpgr T, = ALY A oy T, = AMP Y g AR
i=1 i=1 i=1
e D’aprés le principe de récurrence, la relation est donc vraie pour tout £ > 1
k
On a bien : |Vk € [1,n], By = A" + ZdiA’“‘i.
i=1
1 1 k—1 1 k—1
_ _ k-1 Ak—1—i _ 1 k Ak—i
4.2 Vk € [2,n], dp = —%tr(Bk_lA) =—tr ((A + ;dlA ) A) = tr (A + ;dlA )

k-1
= —% (tr(Ak) + ; ditr(Ak_i)> (linéarité de la trace)

k—1
1 )
On a donc : |Vk € [2,n], dr = ~Z (tr(Ak) + E ditr(Ak_")>.

=1




4.3

n
4.3a D’aprés la question 1.2.2 tr(A%) = Z A =5,
i=1

On a donc S; + d; = 0 par définition de (d) et la formule trouvée a la question précédente peut se réécrire :
Vk € [[Q,TL]], Sy +di1Sk_1+doSk_o+ -+ di_151 + kdr, = 0.

(d1,da,- -+ ,dy,) est donc solution du systéme (X) et par unicité de la solution de (X),
on a donc : ’Vk‘ € 1,n], di = an,k.‘
n—1 n—1 n—1
4.3b B,_; = A" + Z d; AT = AnT Z QAP = An Z arA*~1. (changement d’indice k = n — 1)
i=1 i=1 k=1

En utilisant la formule trouvée en IV.3., on obtient : ‘Bn_l = —agA™! = (=1)"Tldet(A)AL. ‘

4.3c B, = A" + ZdiA”*i = A" + Zan,iA”*i = P(A) = O,, (Car P est le polynéme caractéristique de A). On a
i=1 i=1

5. Calculons dy, da, d3 et dy les coefficients du polynéme caractéristique de A.

a3 =dy = —tI‘(A) =—1,Bi=A+d1,=

0
2
-5 2 1 1
1 _—
az:dzz—itr(BlA):_Z32231A+d214: f 30 0
1

0o 0 -1 1
0 -1 0

|
)
=R =R\

0 -4 -1
0 -1 -2
-4 2 4 0
1 2 1 -2 —4
a; = d3 = —gtr(BgA) = ]., 33 = B2A + d3]4 = 4 _9 4 0
0 -4 O 0

1
apg = d4 == —itl‘(BgA) = 8.

Le polynéme caractéristique de A est donc X* — X3 —7X2 + X +38.

Bs

-4 2 4 0
1 2 1 -2 —4

_ —1 -1_ _ =
= —aqgA " donc | A~ = i 9 4 0
0 -4 0 O

6. 6.1 fonctionl prend en argument deux matrices carrées A et B et retourne leur produit AB.

6.2

fonction2 prend en argument un réel x et un entier n et retourne la matrice z1,.
fonction3 prend en argument une matrice carrée A et retourne tr(A).

fonction4 prend en argument une matrice carrée A et un réel x et retourne la matrice zA.
fonctionb prend en argument deux matrices carrées A et B et retourne leur somme A + B.

1 d=[1]

2 a=[[1,0,-1,11,(0,0,0,2],[-1,0,-1,0]1,[1,2,0,1]]
3 n=len(A)

4 dk=-fonction3(A)

5 B=fonction5(A,fonction2(dk,n))

6 d.append(dk)

7 for k in range(2,n+1):

8 C=fonctionl(B,A)

9 dk=-1/k*fonction3(C)

10 B=fonction5(C,fonction2(dk,n))

11 d.append (dk)

12 print("Les coefficients du polyndme caractéristique, dans 1’ordre décroissants

des puissances sont :",d



