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Controle N° 2 (2 heures)

Algebre Linéaire

Exercicel: e3a 2020 MP

On note ¢ ’ensemble des suites réelles x = (x,)nez indexées par Z telles que les sous-suites (xy,)nen
et (z_p)nen convergent.

On admettra que 'ensemble E des suites réelles indexées par Z est un R-espace vectoriel.
L’endomorphisme identité de I'espace E sera noté idg.

On définit les applications S et T de ¥ dans E par :

Vee €, S(x) ==z, avec Vn€Z, zp =x_,
et

Ve e €, T(x) =y, avec Vn €Z, yp = Tp—1 + Tnt1-
Donner un exemple de suite non constante, élément de €.
Montrer que % est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel E.
Prouver que si une suite x est dans %, elle est bornée.

Montrer que T" est un endomorphisme de €. On admettra qu’il en est de méme de S.

Soient F ={z € €,Vne€Z, xpn=2_n}et G={x €€, Vne€Z, xy=—x_p}.
Montrer que F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de % .

A

6. Etude de I’endomorphisme S
Prouver que S est une symétrie de ¥ dont on précisera les éléments caractéristiques.

7. Etude de I’endomorphisme T
On rappelle qu'une suite = est dans & lorsque les deux sous-suites (zp)nen €t (T_p)nen sont
convergentes.
7.1. Soit A un réel. Montrer que si A ¢ {—2,2}, Ker(T — A idy) = {04} o O désigne le vecteur
nul de %.
On pourra utiliser les questions de cours.

7.2. L’endomorphisme T est-il injectif ?
7.3. Déterminer Ker(T — 2 idy) et Ker(T + 2 idy).



Exercice 2 : 2021 - E3A - MP - MATHEMATIQUES UNIQUE

Dans tout I'exercice, n est un entier naturel non nul.

1
Soit ¢ lapplication qui & tout polynéme P de R, [X] associe p(P) = / P(t) dt.
0

1. Démontrer que B= (1,X —1,X(X —1),..., X" }(X — 1)) est une base de R,,[X].

2. Généralités sur .

2.1. Démontrer que ¢ est une forme linéaire sur R, [X].

2.2. Déterminer Im(y) et la dimension du noyau de ¢.

3. On consideére alors application 3 qui & tout polynéme P de R, [X] associe le polynome Q tel que :

VeeR, Qx)= /OJC P(t)dt.

3.1. Justifier que I'application 1) est linéaire.
3.2. Démontrer que Im(¢)) = Vect(X, X2,..., X"+1).
3.3. Démontrer que : P € Ker(y) < ¢(P) € Vect(X (X —1),..., X™"(X —1)).
3.4. Donner alors une base de Ker(y).
4. On note H = L(R,[X],R).

4.1. Donner la dimension de H.
P®)(0)
Kl

4.2. Pour k € [|0,n|], soit ¥y, la forme linéaire sur R,,[X] qui & tout polynéme P de R,,[X] associe
Démontrer que la famille (¢, ..., ;) est une base de H.

4.3. Déterminer les composantes de ¢ dans cette base.



Corrigé

Exercice 1: e3a 2020 MP

1 1 1
1. La suite <> est une suite de réels indexée par Z telle que les sous-suites <> et <>
nez chn /) en neN

2.

5.

chn ch(—n)

convergent. Par ailleurs ce n’est pas une suite constante. On a bien trouvé une suite non constante élément de ¢
e ¢ est une partie non vide de E (contient la suite précédente).

e Soit (z,2') € €2 et (a, ) € R%. On pose y = ax + Bz’ et on note x,, ), y, les termes généraux des suites
z, 2y
On a: Vn € Z,y, = az, + Bz, donc Vn € N,y,, = ax, + Bz, et Vn € N,y_,, = ax_,, + fz’_,,.

Comme les suites (z7,),,cy et (a;;l)neN convergent, il en est de méme pour (yn),,cn-

Comme les suites (2_p),cy €t (x,_")neN convergent, il en est de méme pour (y_,)
Ainsi y € €. Et donc € est stable par combinaison linéaire.

neN-

Donc par caractérisation des sous-espaces vectoriels,

% est un sous-espace de E ‘

. Soit = (2p),,cy € -

La suite (), converge donc est bornée : il existe A > 0 tel que Vn € N, [z, < A.

De méme, la suite (z_,),cy converge donc est bornée : il existe B > 0 tel que Vn € N, |z_,| < B.
On pose alors C = max(A, B), et on a : Vn € Z,|z,| < C : la suite = est bornée.

Ainsi ’toute suite dans & est bornée‘

Soit & = (2y) ez € €. Soit y =T(x) = (Yn)peg- On a :Vn € Z,y, = Tp_1 + Tpy1. Ainsi :
e Vn € Ny, = 2,1 + n41 donc la suite (y,),cn- est la somme des suites (2,-1),cn+ €6 (Tny1),en qui

sont extraites de (x,), cy donc qui convergent. Ainsi (y,),cy- €t donc, comme la convergence d’une suite
ne dépend pas des premiers termes, (yy), oy converge.

e De méme (y_p), oy converge

Ainsi y € €.

On en déduit que T est une application de € vers .

Montrons la linéarité. Soit (z,2') € €2 et (o, 8) € R% On pose y = T'(x), v = T(z'), z = ax+ 2, et w = T(2)
et v = ay+ By’. On doit établir : T(az + ') = T (x) + T (z') i.e. v = w. On note Ty, Ty, Yn, Yo, 2n, Wn, Uy, les
termes généraux des suites z,2’,y,9', 2, w,v. On a, pour tout n € Z :

Un = ayn + By, = a(Tn—1 +znq1) + B (21 + 2 y) = (azn—1 + Ba),_1) + (a@pi1 + Ba},41). Or dans ces
derniers termes on reconnait z,_1 + 2p4+1 = wy. Donc v = w .

Ainsi T est bien une application linéaire de € vers € i.e. ’T est un endomorphisme de ‘5‘

e Méthode 1. On a clairement SoS = idg = idy. Donc comme I’énoncé nous dit que S est un endomorphisme
de €, on en déduit que S est une symétrie de € et donc son axe, ker (S — id¢ ), et sa direction, ker (S + idy),
sont supplémentaires dans € .

Or on a tout aussi clairement F = {z € €;Vn € Z,x, =v_n} = {x € €;5(z) =z} = ker (S —idy) et
G = ker (S 4+ idy), donc ’F et GG sont deux sous-espaces supplémentaires dans Cg‘

e Meéthode 2. On a F' = ker (S — idy) et G = ker (S + id¢) donc ce sont des sous-espaces de &, propres pour
I’endomorphisme .S, associés & des valeurs propres différentes : 1 et —1. Donc F' et G sont en somme directe




ie. F+G=FdG.

1
De plus, siz € €, o' = 3 (x+ S(z)) et 2" = 3 (x — S(z)), on montre aisément x = 2’ + 2", 2/ € F et

" 27 2 A . 212 272
" € G, donc tout élément de S s’écrit comme somme d’'un élément de F' et d’un élément de G. Donc
comme ce sont des sous-espaces de ¥, on a 4 = F + G.
Ainsi par caractérisation des sous-espaces supplémentaires,

F et G sont supplémentaires dans %

6. En reprenant ce qui a été fait dans la méthode 1 dans la question précédente, on a :

S symétrie d’axe F' et de direction G‘

7.

7.1.

7.2.

7.3.

SiAeR\{2,-2} . Soit x € ker (T'— Nid¢). On a : Vn € Z,xp—1 + Tpt1 = A\xy,. En particulier :
Vn € N,xpi0 — Axpi1 + x, = 0 et, en posant (x/n)neN = (T—n)per, VN €N, x'n+2 — )\x%H + 2}, = 0. On

consideére donc Péquation caractéristique C de ces suites récurrentes linéaires doubles : X? —AX +1 =10
dont le discriminant est A = A2 — 4 donc est non nul car \ est différent de 2 et de —2

e Si A > 0. Alors les racines de C sont réelles, distinctes et de produit 1. Donc I'une d’entre elles est de
module strictement supérieur a 1 et 'autre est son inverse. On note r la racine de module strictement
supérieur a 1.

D’aprés ’expression des suites récurrentes linéaires doubles, On a l'existence de 4 réels A, B, C, D tels

B D
que : Vn € Nz, = Ar" + — et 2;, = Cr" + —. Or les suites (z,),cy et (z,) convergent donc
r T

neN
A =0=C.Deplus xg = x(, donc B = D. Enfin 2] + z1 = A\zg donc (A — 2r) B = 0. Or les racines

de C sont )\iQ\/Z donc |A —2r] = VA # 0. Ainsi B = D = 0 et donc z est la suite nulle. Donc
ker (T — Aidy) C {04}
S’agissant d’un sous-espace, on en déduit que ker (7' — Aidg) = {0¢}

e Si A <0. Alors les racines de C sont complexes non réelles et conjugués distinctes et de produit 1.
Donc elles sont de module 1 et on peut les écrire sous la forme e et e~ avec 6 €]0, 2.
D’aprés I'expression des suites récurrentes linéaires doubles réelles, On a l'existence de 4 réels A, B, a, 8
tels que : Vn € N,z, = A(cos(nf + «)) et x;, = B (cos(nf + §)). Or les suites (y),cy €t (x;%)neN
convergent alors que les suites (cos(nf + a)),cy et (cos(nf + B)),cy divergent' car 6 n'est pas un
multiple de 27 donc A = 0 = B. Donc z est la suite nulle. Donc ker (T — Aidg) C {0}
S’agissant d’un sous-espace, on en déduit que ker (7' — Aidg) = {0¢}

Ainsi si A € R\ {2, -2}, |ker (T — Nidy) = {0¢}

On applique le résultat précédent avec A = 0. On a ker(7T") = {04}, donc par caractérisation de U'injectivité

des applications linéaires, | T est injectif

e Si A\ =2 Soitxz € ker (T'— 2idy). On a:Vn € Z, xy12—2x, 41+, = 0. Donc en généralisant le résultat
du cours, comme ’équation caractéristique posséde une solution double : 1, il existe (A, B) € R? tel
que Vn € Z,x, = A+ Bn. Comme (z,), .y converge, on a B = 0 et donc x est une suite constante.
Réciproquement, les suites constantes sont clairement dans ker (T' — 2ide).

Ainsi ’ker (T — 2idy) est ensemble des suites constantes‘

e Si A= -2 Soit z € ker (T'+ 2idy). On a : Vn € Z,xp42 + 22y4+1 + x, = 0. Donc en généralisant le
résultat du cours, comme ’équation caractéristique posséde une solution double : —1, il existe (A, B) €
R? tel que Vn € Z,x,, = (A + Bn)(—1)". Comme (z,,),cy est bornée, on a B = 0 et, comme (z,),,cy
converge, on a A = 0 donc z est la suite nulle.

Ainsi | ker (T + 2idg) = {04} |
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1. Notons Py = 1 et pour k& > 0, P, = XF1(X —1). Alors Vk € {0,...,n}, deg(Py) = k donc

B=(P,...

, Py) est une famille de polynomes a degrés successifs donc ’ B est une base de R, [X] ‘

2. 1. Soient (P, Q) € R,[X]? et (), u) € R? alors, d’apres la linéarité de l'intégrale,

2.2.

3.2

3.3

3.4

1 1 1
0P +Q) = [ P+ @)= [ PO+ p [ Q)= 2P+ o(Q)

Donc ¢ est linéaire et comme de plus ¢ : R, [X] — R alors ‘ ¢ est une forme linéaire sur R,,[X] ‘

Comme Im(¢) est un sous-espace vectoriel de R alors Im(y) = {0} ou Im(p) = R.

Or 1 = ¢(1) € Im(yp) donc m

D’apres le théoreme du rang dim(Ker(p)) = dim(IR,,[X]) — dim(Im(¢)) = n + 1 — dim(IR) donc

’ dim(Ker(¢)) =n ‘

WP + uR)(z) = /Ox(/\P(t) +uQ())dt = A /Ox Plt)dt + “/o

T

Done (AP + piR) = Ap(P) + pgh(Q) donc [ ¢ est linéaire |

Im(4)

= (Rp[X]) = ¥(Vect(1, X, ..., X™)) = Vect(¢(1), (X)), ..., »(X™)) = Vect <X,

Donc

Im(zp) = Vect(X, X?,..., X" )|

Notons que P € Ker(p) & [} P(t)dt = 0 < ¢(P)(1) = 0 = (X — D[y (P).
Or, d’apres la question précédente @ € Im(¢)) < X|Q et deg(Q) <n+1,
donc P € Ker(p) & X(X —1)|¢(P) et deg(vp(P)) < n+1< IR € R,_1[X], ¥(P)=RX(X-1).

. Soient (P, R) € R,[X]? et (\, ) € R? alors, d’apres la linéarité de l'intégrale, Vo € R,

2

2

R(t)dt = Ap(P)(x) + pp(Q)(x)

P

Xn+l
"n4+1

n—1 n
Donc P € K < 3(by,...,bh—1) € R", (P) = X | X(X—-1) = b1 XF(X —1
onc er(p) (bo 1) Y(P) jg(] j ( )k:jHI; r—1X"( )

Donc | P € Ker(p) < $(P) € Veet(X (X —1),..., X"(X — 1)) |

Comme )(P)(x) = [; P(t)dt, en dérivant on obtient (¢(P))’(z) = P(z). Donc

n

Y(P) € Vect(X(X —1),...,X"(X —1)) = F(er,...,ca) €R™, (P) = Y pXH(X — 1)

Donc,

d’apres la question précédente,

k=1

k=1

P € Ker(¢) = P € Vect(2X —1,3X%2 - 2X,...,(n+1)X" —nX""1). donc

Ker(yp) C Vect(2X —1,...,(n+1)X"
D’apres la question 2.2., dim(Ker(y)) = n = Card(C) > dim(Vect(C)).

Donc

Ker(¢) = Vect(C) = Vect(2X — 1,...,

(n+1)X"

—nX" )|

= e, e) ERY, O(P) =) (b + 1DXF — kX1
k=1

= 3(cr,....en) ER®, P=D (b +1)XF - kXF)

—nX"1). Notons C = (2X — 1,...,(n + 1) X" —nX""1).

)



4. 1. [dim(H) = dim(£(R,[X], R)) = dim(R,[X]) dim(R) = n + 1]
4.2. Tout d’abord on constate que les 1, sont dans H.

Soient (A, ..., A\n) € R tels que Z Mt = 0.
k=0

. . 1l .
Sij <k, (XN =0etsij>k, (X)® = (,iik)xﬂf donc ¥y (X7) = 0si j # ket ihp(XF) = 1.
Soit P = Z Aj X7 alors notons que V(P Z)\]wk XJ) = )\, donc
Jj=0 Jj=0

0= (Z Ak%) (P) = Mt(P)=>_ N
k=0 k=0 k

Donc, comme une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls
alors \g = A1 = ... =\, = 0. Donc (¢y,...,1,) est une famille libre de H.

Et comme, d’apres la question précédente, Card(¢o, ..., ¢,) =n+ 1 = dim(H) alors
‘ (10, - - ., 1) est une base de H ‘

n
4.3. D’apres la question précédente, si P = Z arp X" alors 1 (P) = ay, donc

k=0
! k
P) = P(t)dt = 7| dt =
) /0 ®) / Z“’“ k+1 k+1
Donc |p = k:zﬁfl




