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Algebre Linéaire

Exercice 1 : e3a MP, 2017

On note R[X] la R— algebre des polynomes a coefficients dans R. Pour tout polynéme P, on note P’ son polynome
dérivé.

Etant donné un entier naturel n, [0,n] désigne I’ensemble des entiers naturels compris entre 0 et n.

Partie 1.

Soit ¢ 'application :
[ RX] — R[X]
v P — P-P
Soit n un entier naturel non nul. On note R, [X] le R—espace vectoriel des polynomes de degré < n.
1. Démontrer que ¢ induit sur R, [X] un endomorphisme. On note ¢,, cet endomorphisme.

2. Expliciter la matrice de ¢,, sur la base canonique de R, [X].

4. Démontrer que ¢, est un automorphisme de R, [X].

5. En déduire qu’il existe une unique famille de polynémes sg, s1, ..., s, telle que :
(a) ¥i € [0,n], ¢u(si) =%,
(b) (so,81,-.-.,5n) est une base de R, [X].

6. On note Id ’endomorphisme identité de R, [X] et § I'endomorphisme induit par la dérivation sur le R—espace
vectoriel R, [X]. Justifier :
(Id—0) o (Id4+0 4 ---4+6") =1d

7. En déduire 'expression de s; en fonction de X, pour tout ¢ dans [0, n].
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On désigne par K le corps R ou C.
Soit n un entier naturel non nul et soit £ = K".

Pour tout endomorphisme u de E, on note Ker(u) le noyau de u, et Im(u) 'image de u.

1. Question de cours : Soient u et v deux endomorphismes qui commutent. Démontrer que Ker(u) et
Im(u) sont stables par v.

Dans la suite de I’exercice, u désigne un endomorphisme de E tel que u? = 0.

2. Démontrer que Im(u) est contenu dans Ker(u).

3. Quelle inégalité obtient-on ainsi sur le rang de v 7 On citera précisément le théoréme utilisé.
4. On suppose ici que n = 2, soit E = K2. On suppose ici u non nul.

(a) Démontrer qu’il existe une droite D dans E telle que Ker(u) = Im(u) = D.
(b) Soit v un endomorphisme de E tel que v2 =0 et uov=vou.
i. Démontrer que v(D) C D.
ii. Démontrer que uowv = 0.
(c) Soient v et w deux endomorphismes de E tels que v? =0, w? =0, uov=vou et uow =wou.
Démontrer que vow = 0.
5. On revient au cas général. Soit m un entier naturel > 2. Soient uq, ..., Uy, des endomorphismes de E
tels que :
V(Z,]) € {1, ...,’I’I’L}z, uf =0etwu;o Uj = Uj O Uj.
On pose F; = Im(u;) et pour un entier ¢ compris entre 2 et m, F; = Im(uj o ug 0 --- 0 uj—1 0 u;).

(a) Démontrer que, pour tout entier 4 compris entre 1 et m — 1, F; est un sous-espace vectoriel stable
par u;41.

b) En déduire que, pour tout entier ¢ compris entre 1 et m, F; est de dimension au plus 7

(c) Dans le cas ou n < 2™, démontrer que ’endomorphisme u; o ug o - - 0ty = 0.
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Corrigé
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1. Endormorphisme

o Il est clair que VP € R[X], ¢(P) € R[X].
e ¢ linéaire : on voit facilement que VP, Q € R[X], VA € R, p(AP + Q) = Ap(P) + ¢(Q).
Ainsi ¢ est un endomorphisme de R[X].
Satabilité Soit P € R, [X]. Montrons ¢(P) € R, [X].
On a deg P < n donc deg(P’) < n
Ainsi deg(P — P') = deg(¢(P)) < n d’ou le résultat
Ainsi R, [X] stable par .

On en déduit que ’ ¢ induit sur R, [X] un endomorphisme‘

1 =1 0 -« - 0
0o 1 =2
: . N
La matrice de ¢, sur la base canonique de R, [X] est : € Mp+1(R)
o
0 0 1

4. A laide de la matrice de ¢, on trouve que det(p,) =1 #0

ainsi | ¢, est un automorphisme de I’espace de dimension finie R,,[X] ‘

. Comme ¢ est un automorphisme, on a pour i € [0,n] et x € R,[X],

on(x) = % si et seulement si x = @ ! %)

ceci nous donne 'existence et 1'unicité de s, s1, ..., sy telle que : Vi € [0,n], ¢n(s;) = %
De plus (%—?, %1, ey %) est une famille échelonnée donc libre constituée de n 4+ 1 vecteurs
comme dim R, [X] = n + 1, alors (%—?, )%—!1, ol %) est une base de R, [X]

I'image d’une base par I'automorphisme o, ! étant une base, on en déduit que

il existe une unique famille de polynomes s, s1, . .., S, telle que :

7

(a) Vi e [0,n], on(si) = %,
(b) (s0,81,--.,8n) est une base de R, [X].




6. Ona (Id—6)o(Id+5+---+6") = (Id+6+--- +6") — (§ + 6%+ - + ") = Id -6 !
Soit P € R, [X].
Par récurrence immédiate, on a : Vk € N, deg (6"(P)) < —k + degP
donc deg (6" (P)) < —1 et ainsi (6"*1(P)) =0
on a donc bien ’ (Id—=0) o (Id4+0 + --- 4+ ™) = Id‘
7. On déduit de la question précédente que ¢, o (Id+§ + -+ +0") =1d
Comme ¢,, est endomorphisme d’un espace de dimension finie alors ;! =Id+ + - - + 6"

donc pour i dans [0,n], on a s; = ¢, (XZ) = (Id+6+---+67) (K> = (Id46 +---+ 6% (%)

b t!

i

L X Xt XJ
On en déduit si_1+ﬁ+'“ﬁ_2?

Jj=0

Partie II.

On obtient les limites des fonctions polynomiales en +o00 & I’aide des termes de plus haut degré.

X2
8.0naS;,=S,=1+X+ o> dont le discriminant vaut —1.
Soit z € R.
Par inégalité de convexité : Si(x) = 1 + z < €” et par habitude : Si(z) =e* <=z =0
22 3 2
Onas$ -S =—+—=—=(3
n a Sz(x) — Si(x) 5+ G (3+2)

donc ‘ (S3(z) =Si(z) <= x=00uxz = —-3) et (S3(z) < Si(x) <=z < —3)‘

Etudions ¢ = exp —S3, on a ¢/ = exp —Sg et ¢ = exp —S; qui est positive avec un seul point d’annulation
donc ¢’ est strictement croissante et ¢'(0) = 0 donc ¢’ est du signe (strict) de x
donc ¢ est strictement décroissante (respectivement croissante) sur | — 0o, 0] (respectivement sur [0, +o0[)

donc ‘exp(:r) > S3(x) et exp(x) > Si(x) avec égalités si et seulement si z = O‘

T | —00 “+00 ¢
5(2) + ,
+0o0
S3 /
_(x) a

9. On va montrer par récurrence forte sur n € N, la propriété P, :
« S, n’a pas de racine réelle si n est pair et a une unique racine réelle simple si n est impair. »
Initialisation : Pour n € {0, 1}, la propriété P, est vérifiée facilement.
Hérédité : Soit n € N* tel que pour tout p € [0,n], on ait Pp. Montrons que Pp41.
Si n+ 1 est impair, alors n est pair

Dans ce cas S,, ne s’annule pas sur R par hypotheése et lir_ir_l Sp(z) = 400
T—+00

par le théoréme des valeurs intermédiaires, Vo € R, S], ,(x) = Sp(x) > 0 car S,, est continue sur R

donc S, est strictement croissante sur R de plus lim S,41(z) = 4+oo et lim S,qi(x) = —o0
T—+00 T——00

La fonction S,,+1 étant continue, elle est donc bijective de R vers R, elle admet alors une unique racine.
Comme 8], | n’admet pas de racine réelle, la seule racine de S, est simple.
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1) Soit (u,v) € L(E) tels que uowv =vou.
Soit € ker(u). u(v(z)) = v(u(x)) = v(0) = 0 donc v(x) € ker(u).
ker(u) est stable par v.

Soit x € Im(u). Soit y € E tel que z = u(y). v(z) = v(u(y)) = u(v(y)) donc v(z) € Im(u).
Im(u) est stable par v.

2)Soit = € Im(u). Soit y € E tel que x = u(y). u(xr) = u?(y) = 0 donc z € ker(u).
Im(u) C ker(u).

3) On en déduit que rg(u) < dim(ker(u). Par le théoréme du rang, on obtient rg(u) < —.

|3

2)
a)Sin=2et u+#0, (3) conduit & rg(u) = 1 = dim(ker(u)).

Alors D = ker(u) =Im(u) est une droite

b)

(i) Soit v telle que wov =wvowu et v> = 0. Par (1) on sait que D =Im(u) est stable par v.

(if) D est donc propre pour v. Or sp(v) = {0}.

Donc v = 0 ou D = ker(v) =Im(v). Dans les deux cas u o v = 0.

¢) De méme, on a w =0 ou D = ker(w) =Im(w). Dans les deux cas v ow = 0.

5)

a)Posons, pour 1 <i<m—1,v =wuy0---0u;. v et u;41 commutent, donc par (1), F; est stable par

Ui41-
b) On effectue une récurrence sur i :
) n
(H;) dim(F;) < 5
(H1) est obtenu par (3).
Supposons (H;,) pour g > 1. Soit @;,+1 le morphisme induit par u;,41 sur F,. ﬂfﬁl = 0. En appliquant

Ihypothése de récurrence et le résultat du (3), on déduit rg(u;,+1) Or Im(@;,41) = Fig4+1 car

n
< —.
- 27,0+1
les (u;) commutent. D’ou (H;,+1). Ceci achéve la récurrence.

c) Sin < 2™, dim F,, < 1 donc dim F;,, = 0. Ainsi uj 0 -+ 0 uy, = 0.



