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Réduction-Intégration
Probléeme 1

On note E I’espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles continues sur R, .

Pour tout élément f de E et tout x € R, on pose F(x) = f f(w)du.
0

1. Justifier que F est de classe C' sur R, et donner pour tout x € R, I’expression de F'(x).

1
SoitW: f e Ew— Y(f)définiepar:V x € R, ‘P(f)(x):f f (xt)dt.
0

2. Exprimer, pour tout réel x strictement positif, WY(f)(x) a I’aide de F(x).
3. Justifier que la fonction W(f) est continue sur R, et donner la valeur de ¥(f)(0).
4. Montrer que ¥ est un endomorphisme de E.

5. Surjectivité de ¥
(1
Soith:xeR, +— h(x) = X sm(;) pour x > 0
0 pour x =0

5.1. Montrer que la fonction % est continue sur R,.
5.2. La fonction A est-elle de classe C! sur R, ?

5.3. Soit g € Im(P).
Montrer que la fonction x — x g(x) est de classe C Usur R,.

54. A-t-onh € Im (W) ?

5.5. Conclure.

6. Montrer que ¥ est injective.

7. Recherche des éléments propres de ¥
7.1. Justifier que 0 n’est pas valeur propre de V.
Soit u € R. On considere 1’équation différentielle (L) sur R} : Y + %y =0.

7.2. Résoudre (L) sur R}.
7.3. Déterminer les solutions de (L) prolongeables par continuité sur R,.

7.4. Déterminer alors les valeurs propres de W et les sous-espaces propres associés.

8. SoitneN, n> 1. Pouri € [1,n], on pose:

) i . _ X In(x) pour x >0
ﬁ.x€R+|—>ﬁ(x)—xetg,-.xeR+|—>g,-(x)_{0 pour x = 0

On note & = (fi, ..., fu, &1, ---» &n) €t F,, le sous-espace vectoriel de E engendré par A.
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8.1. On veut montrer que la famille 8 = (f,, ..., f,., &1, ..., &) est une base de F,
Soient (a;)ief1,.) €t (B)) jef1,.7 des scalaires tels que Z a; fi + Z,Bj gi=0. (%)
i=1 =1
8.1.1. Montrer que a; =3, = 0.
On pourra simplifier ’expression (x) par x lorsque x est non nul.
8.1.2. Soitp € [1,n—1]. Onsuppose que ¢y =---=a, =6, =---=f,=0.
Démontrer que a1 = B,+1 = 0.

8.1.3. Conclure et déterminer la dimension de 1’espace vectoriel F,.

8.2. Ou I’on démontre que ¥ induit un endomorphisme sur F,

8.2.1. Soient x > 0 et p € N*. Montrer que I'intégrale f ) t? In(r) dt est convergente et la
calculer. °
8.2.2. En déduire que ¥ induit un endomorphisme V¥, sur F,.
8.3. Donner la matrice de I’application ¥, dans la base 8.
8.4. Démontrer que ¥, est un automorphisme de F,.
8.5. Soitz: xeR, +— z(x) = { (x+x2) In(x)  pour x>0 )
0 pour x =0

N . Loz 2 . -1
Apres avoir vérifié que z € F,,, déterminer ¥} " (2).
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Probleme 2 : Décomposition de Dunford

Notations pour ’ensemble du sujet :
K désigne R ou C.
On désigne, pour n entier naturel, n > 2 :

- M, (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n & coefficients dans K.

- D,(R) le sous-espace vectoriel des matrices diagonales de M, (R).

Q2.

Q3.

Q4.

Q6.

On admet le théoréme suivant que 'on pourra utiliser librement :

Si A est une matrice de M, (K) telle que son polynome caractéristique x 4 soit scindé sur K, alors
il existe un unique couple (D, N) de matrices de M, (K) vérifiant les quatre propriétés :

(1) A=D+N;

(2) D est diagonalisable dans M, (K) (pas nécessairement diagonale);
3

(4

) N est nilpotente;
) DN =ND.
De plus, D et N sont des polyndmes en A et y4 = xp.

Le couple (D, N) s’appelle la décomposition de Dunford de A.

Partie I - Quelques exemples

Donner le couple de la décomposition de Dunford d'une matrice A de M, (K) lorsque A est diagonalisable, puis

lorsque la matrice A de M, (K) est nilpotente.
Justifier qu'une matrice trigonalisable vérifie 'hypothése du théoréme, admettant ainsi une décomposition de

Dunford.
Le couple de matrices <<1 0) , (0 1>> est-il la décomposition de Dunford de la matrice (é ;) ?

0 2/7\0 0
Donner un exemple d'une matrice de My(R) n’admettant pas de décomposition de Dunford dans My (R).
3 0 8
Soit la matrice A=| 3 -1 6 |.
-2 0 -5

Calculer son polynome minimal y 4, puis donner le couple (D, N) de la décomposition de Dunford de A (on
utilisera le fait que x4 = yp).

Soit A € M, (K) telle que A*(A - 1I,,) = 0.

Justifier que le polynome X (X — 1) est annulateur de la matrice A2,

Démontrer que le couple (D, N) de la décomposition de Dunford de la matrice A est donné par :
D=A%et N=A- A%
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Q7.

Q8.

Qo.

Q10.

Q11.

Q12.

Q13.

Q14.

Q15.
Q16.
Q17.

Partie II - Un exemple par deux méthodes

3 -1 1
Soit la matrice A=12 0 1].
1 -1 2

On note u 'endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice A.
On notera id I'application identité de R3.

La matrice A est-elle diagonalisable dans M3(R)?

Démontrer qu'on a la somme directe : R® = ker(u — id) & ker(u — 2id)?.
Déterminer une base (ey, ez, e3) de R? telle que :

ker(u — id) = vect{e; }, ker(u — 2id) = vect{es}, ker(u — 2id)? = vect{e, e3}.
Ecrire la matrice B de u dans la base (e1, es, e3) de R,

Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice B et en déduire le couple (on calculera ces
matrices) de la décomposition de Dunford de la matrice A.

Décomposer en éléments simples la fraction et en déduire deux polynomes U et V' tels que :

1
(X -1)(X -2)?
(X = D)U(X) + (X =2)*V(X) =1 avec deg(U) < 2 et deg(V) < 1.

On pose les endomorphismes : p =V (u) o (u - 2id)? et ¢ = U(u) o (u —id).

Calculer p(z) + ¢(x) pour tout z vecteur de R®.

Démontrer que p est le projecteur sur ker(u—id) parallélement & ker(u—2id)? et g est le projecteur sur ker(u—2id)?
parallélement & ker(u —id).

On pose d = p + 2q. Ecrire la matrice de d dans la base (e1, ez, e3) de R? (de la question Q8).
Déterminer le couple de la décomposition de Dunford de la matrice A en exprimant D et N comme polynomes
de la matrice A (sous forme développée).

Partie III - Une preuve de 'unicité de la décomposition

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n.

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. On note Ay, Ag, ..., A, les valeurs propres
de u et pour tout 1 <i <p, E),(u) le sous-espace propre de u associé & la valeur propre );.

Démontrer que tout sous-espace propre de u est stable par v.

En déduire qu’il existe une base commune de diagonalisation pour u et v.

Pour tout 1 <i <p, on pourra noter v; I'endomorphisme induit par v sur E, (u).

Solent A et B deux matrices diagonalisables de M, (K) qui commutent. Démontrer que la matrice A — B est
diagonalisable.

Soient A et B deux matrices nilpotentes de M, (K) qui commutent, démontrer que la matrice A— B est nilpotente.
Déterminer les matrices de M,,(K) qui sont & la fois diagonalisables et nilpotentes.

Dans cette question, on admet, pour toute matrice carrée A de M, (K) & polynome caractéristique scindé, I'exis-
tence d’un couple (D, N) vérifiant les conditions (1), (2), (3), (4) et tel que D et N soient des polynomes en A.
Etablir I'unicité du couple (D, N) dans la décomposition de Dunford.
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Corrigé

Probleme 1 (e3a 2024)

On note E I’espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles continues sur R, .

Pour tout élément f de E et tout x € R, on pose F(x) = f f(u)du.
0

1. F estla primitive qui s’annule en O de la fonction f continue sur R,. Le théoreme fondamental de
I’analyse permet d’affirmer que la fonction F est de classe C' sur [0, +oo].

Ainsi, pour tout x réel positif, on a : F'(x) = f(x).

1
SoitW: fe Ew— Y(f)définiepar:V x e R,, ¥ (f)(x) :f f (xt)de.
0

2. Soit x > 0.

F
Le changement de variable affine u = xt permet d’écrire que : W(f)(x) = ﬂ)

3. D’apres la question de cours 1. la fonction W(f) est continue sur R.
F(x)-F(©
LO() et donc, lirré Y(f)(x) = F'(0) = f(0).
On en déduit que Y(f) est continue sur R, avec ¥(f)(0) = f(0).

4. La linéarité de I’intégration donne celle de ‘P.

Etude en 0 : on a, pour tout x > 0, ¥(f)(x) =

De plus, d’apres la question précédente, pour toute f de E, on a ‘P(f) € E, ce qui acheéve de prouver
que ¥ est un endomorphisme de E.

5. Surjectivité de ¥

X
0 pour x =0

. (1
Soith:xeR+|—>h(X):{xsm(—) pour x > 0

5.1. Par opérations élémentaires, la fonction 4 est continue sur R .
Etude en 0 : On a, pour tout x > 0, |h(x)| < |x|, ce qui prouve que lirrol h(x) =0 = h(0).
X—
Il en résulte que la fonction 4 est continue sur R, .

5.2. Soit x > 0. Etudions la dérivabilité de le fonction % en 0.

Ona:A(x) = M = sin(l)

x—0 x



5.3.

54.

S.5.

1
nm+mr/2
Alors, pour tout entier naturel n, A(u,) = (—1)", ce qui prouve que A(x) n’admet pas de limite
lorsque x tend vers 0.

On considere alors la suite u définie par: Yn € N, u,, =

Il en résulte que /4 n’est pas dérivable en 0 et donc, ne peut étre de classe C' sur R,.
Soit g € Im(P) : il existe donc f € E telle que g = ().

Alors, pour tout x > 0, x g(x) = F(x) et 0 X g(0) = 0 = F(0).

On en déduit que la fonction x — x g(x) coincide avec la fonction x — F(x) sur R,.
Conclusion : la fonction x — x g(x) est de classe C Usur R,.

En utilisant la question précédente regardons si la fonction 6 : x > xh(x) = x* sin (—) est de
x

classe C' sur R, :

- Facilement, puisque pour tout x > 0, on a : |(x)| < x?, la fonction 6 est de classe C° sur R,
avec 6(0) = 0.

6(x) — 6(0 1
- Pour x > 0, LO() = X sin (—) qui tend vers O lorsque x tend vers O : la fonction 6 est
X - X
dérivable sur R, et 6'(0) = 0.
1 1
- Pour tout x > 0, #'(x) = 2 x sin (—) — COS (—) qui n’admet pas de limite en O puisque la
X X

fonction x — cos (—) n’en possede pas (On procede comme a la question 5.2)
X

Il en résulte que la fonction @ n’est pas de classe C' sur R, ce qui prouve d’apres la question
précédente que & ¢ Im () .

On déduit de I’étude précédente que W n’est pas surjective.

. Soit f € E telle que W(f) = 0 (fonction nulle)

F
Ainsi, pour tout x > 0, ﬂ =0,s0itVx>0, F(x)=0.

X

Comme F est continue sur R, on en déduit que F est nulle sur R, et par dérivation que f est aussi
nulle sur R,.

Conclusion : ¥ est injective.

. Recherche des éléments propres de ¥

7.1.

Soit u € R. On considere 1’équation différentielle (L) sur R} :

7.2.
7.3.

Comme Y est injective, 0 n’est pas valeur propre de ‘P.

v+Ey=0
X

C
Les solutions de (L) sur R} sont les fonctions x — — ouCeRetueR.
X

Pour qu’une solution de (L) soit prolongeable par continuité sur R, il faut qu’elle possede
une limite finie en 0.

. . C . o .
- Sipu <0, la fonction x — — possede une limite finie en 0.
X



- Si u > 0, la fonction x — —~ n’est prolongeable par continuité en 0 que si, et seulement si,

X
C = 0 et c’est donc la fonction nulle.

. . e . C
Conclusion : Les solutions de (L) prolongeable par continuité en 0 sont les fonctions x ot
X
avecu <0etC eR.
7.4. Soit A une valeur propre de ¥ et f une fonction non nulle du sous-espace propre associé

EA(P).

F
Ainsi, pour tout x > 0, 0 =A1f(x) = AF'(x).
X
1
Ainsi, F est solution de 1’équation (L) dans le cas ot u = -7

Mais comme F' est continue sur R, il faut récupérer les solutions de (L) prolongeables par

continuité sur R,, ce quidonne: 1 > 0etVx e R,, F(x) = C x'* puis f(x) = xi

1
Mais il faut aussi que f soit continue sur R, et donc i 1 > 0 ce qui donne finalement
1 €]0,1]
Ainsi, le spectre de ¥ est inclus dans ]0, 1] et facilement, E,(¥) C Vect(x — x%_l).

Réciproquement, soit 1 €]0, 1] et f; : x > x4,

1
1
Ona:¥(f) = f ()t dr = xi 7 [Ae1] = A0,
0
Finalement, on a donc démontré que le spectre de ¥ est 0, 1] et que pour chaque valeur propre

A > 0, le sous-espace propre associé est : E,(W) = Vect(x — x%_l).

8. SoitneN, n> 1. Pouri € [1,n], on pose:

X In(x) pour x >0

ﬁ:x€R+»—>ﬁ(x):xetg,-:xeR+'—>gi(X):{0 pour x =0

On note & = (fi, ..., fn, &1, ---» &n) €t F,, le sous-espace vectoriel de E engendré par A.

8.1. On veut montrer que la famille 8 = (f1, ..., f,, g1, ..., &) est une base de F,
Soient (a;)ief1,.) €t (B)) jef1,.7 des scalaires tels que Z a; fi + Z’Bj gi=0 (»).
i=1 =1
8.1.1. Soit x > 0.
En simplifiant par x non nul, on a : Z a; X+ Zﬁj 1 n(x) = g(x) = 0.
=1

i=1

e SiB; # 0, alors lir(r)l+ g(x) # Oetdonc B = 0.
e On en déduit que lir(r)l+ g(x) = a; etdonc que a; = 0.

8.1.2. Soit p € [1,n—1]. On supposeque @} =---=qa, =f; =--- =L, =0.
On a toujours x > 0 et on simplifie (x) par x”~! cette fois, ce qui donne :

n

Z @ fiops1 + Zn: Bigji-p+1 =0

i=p+1 Jj=p+1
Par le méme raisonnement qu’au-dessus, on obtient alors @, = 8,41 = 0.



8.1.3.

Par récurrence forte, on a donc montré que a; = ... = @, = 8 = ... =
prouve la liberté de la famille Z et que dim(F,) = 2n.

8.2. Oul’on démontre que V¥ induit un endomorphisme sur F,

8.2.1.

8.2.2.

Soient x > O et p € N*,

La fonction ¢ — ¢’ In(¢) est continue sur I’intervalle ]0, x].

Par croissances comparées, lir{)l ” In(¢) = 0 et donc, on peut prolonger par continuité la
1—

fonction ¢ + ¥ In(¢) sur ’intervalle [0, x].

Conclusion : I'intégrale f ¢’ In(z) df converge.
0

p+1 xp+l

(p+ 1%

t= In(x) —

+1

intégration par parties :
ot
ln(t)] - f —d
0 o p+1t p+1
Soiti € [1,n].

Comme les fonctions ¢ — ”*! et r — In(7) sont de classe C' sur R?, on peut effectuer une
X tp+l
f t In(r)dr = [
0 p
Alors, pour tout x > 0,on a:
1
¥ = [ o=y
0

l‘i+1 1

1 . 1
:_l9 'thi:_ian
i+10 i+1xSOl (i) i+1f

1 ) .
— x' In(x) — X', soit

1 1
et P(g) = fo (xt)" In(xt)dt = fo (xt)' (In(x) + In(?)) dt = T (l+—1)2

1
Y(gi) = i T i € F,.
©) =8 G

On en déduit que ¥ induit un endomorphisme ¥, sur F,.

8.3. On en déduit la matrice de 1’application ¥, dans la base B :

Mz(Y) =

84.

M 4(¥) est une matrice triangulaire dont aucun des termes diagonaux est nuls :

1

0o --- 0 -5

0

- O N

n+1

DN | =

0

n+1
c’est une

matrice inversible et donc, ¥, est un automorphisme de F,,.

On aurait aussi pu dire que I’injectivité de ¥ entraine celle de 'V, et en tant qu’endomorphisme
injectif de F,, qui est de dimension finie, c’est un automorphisme de F,.

8.5.

Soitz:x€R+r—>z(x):{

(x+x%) In(x) pour x>0
0 pour x =0 °

Ona:z=g+g €F,.



Puis, on prend f = Z a; f,~+2ﬁj gj € F, etonécrit que W, (f) = z, ce qui donne le systeme :
i=1 =1

@ B
2 4‘0
a B
—~_2 -
3 9
Bi

AL

2

B _

3

soit finalement, ¥~'(z) = fith+2g8+3%



Probleme 2 (CCINP 2021)

Partie I : quelques exemples

2 — Si A est diagonalisable, on pose alors D=4 et N =0 et on vérifie immédiatement que le
couple (D, N) vérifie les quatre propriétés de I’énoncé :

Si A est diagonalisable, sa décomposition de Dunford est (A,O) .

De la méme facon et avec une vérification tout aussi immeédiate :
Si A est nilpotente, sa décomposition de Dunford est (D,N)=(0,4)|

1 1 1 0 0 1
On pose désormais A = , D= et N= .On abien A=D+N, D est
0 2 0 2 0 0

0 2 0 1
diagonalisable car diagonale, N est nilpotente car N° =0, mais ND = (0 Oj et DN = (O Oj

. On n’a donc pas ND = DN et le couple (D,N ) proposé n’est pas la décomposition de
Dunford de 4.



0 -1
3 — Considérons la matrice 4 =(1 0 J ; son polyndme caractéristique est y , = X~ +1. Si 4

avait une décomposition de Dunford (D,N) dans 91, (R) alors d’aprés I’énoncé on aurait
X, =%, €t donc la matrice D diagonalisable dans 9, (R) aurait un polyndme caractéristique

non scindé : absurde. Ainsi :

0 -1
La matrice 4= [1 0 j n’a pas de décomposition de Dunford dans I, (]R) .

4—-0Ona:

3-X 8

> _S_X‘:(1+X)(X2+2X+1)

On adonc |y, =(1+X)|

Comme y , est scindé, 4 dispose d’une décomposition de Dunford notée (D,N ) et la matrice
D a pour polyndme caractéristique x, =y, = (X + 1)3. Donc Sp(D) = {—1} et D étant de plus

diagonalisable, elle est semblable a —I, qui n’est semblable qu’a elle-méme.

Donc la décomposition de Dunford de 4 est (D,N) avec D=-I, et N=A+I,, soit

4 0 8
explicitement: N=| 3 0 6
-2 0 -4

5 — Comme (D,N ) est une décomposition de Dunford de 4 ona A=D+ N et ND=DN .
Ainsi exp(A4)=exp(D)exp(N).

Comme D est ici diagonale, on a exp D) ex dlag(e”,e’l,efl) =e'l,.
8 0 8 0 0 O
On calcule maintenant N> =| 3 0 6 =0 0 O] etpar suite pour n>2

-2 0 4)-2 0 4 0 00

A" =0.Donc:
5 0 8
exp(N):I3+N= 3 1 6
-2 0 -3
5 0 8
Et finalement : exp(A):é 3 1 6
-2 0 3

6 —Posons P =X (X —1).Onaalors P(A2)=A2(A2—I3)=AZ(A—I3)(A+I3). Donc :
\—w__J
=0




P=X(X—1) estun polynéme annulateur de A°|

Posons alors D= A% et N=A— A>.
eOna A=D+N.

e P est un polyndme annulateur de A, non nul, scindé et a racines simples. Donc 4° est

diagonalisable.
e Comme A et I, — A commutent,ona N° = 4’ (13 - A)2 =4 (A —13)(A —13) =0, donc
=0
N est nilpotente.

e Comme N et D sont des polynomes en 4, ona ND = DN .

Les points (1) & (4) ont bien été vérifiés et (D,N) =(A2,A—A2) est la décomposition de
Dunford de 4.

Partie II : un exemple par deux méthodes

7 — On calcule en un premier temps le polyndme caractéristique de 4 :

3-X -1 1 2-X -1 1 1 -1 1
w=- 2 -X 1 C1<—?1+C2_2_X -X 1 |=(X-2)1 -x 1
1 -1 2-X 0 -1 2-X 0 -1 2-X
Puis en retranchant la premiére colonne a la troisiéme et en développant par rapport a C, :
1 -1 >
ta=(X-2)(2-X) =(x-1)(¥-2)
1 -X
Il s’en suit que 4 est diagonalisable si et seulement si E, (A4)=ker(A4—2I,) est un plan. Or
1 -1 1
A-2I,={2 -2 1|. Les deux derniéres colonnes ne sont pas colinéaires, donc
1 -1 0

rg(A - 213) > 2 et par suite avec le théoréme du rang dim(ker(A =21, )) <1.E (A) n’est donc

pas un plan : |A n’est pas diagonalisable|.

Comme les polyndmes X -1 et (X - 2)2 sont premiers entre eux on a
ker(x,(A))=ker(A4-1,)®ker(A4-2I, )’, et avec le théoréme de Cayley-Hamilton :
R =ker(A4-1,)@ker(4-21L,)" =ker(u—id)®ker(u—2id)’|

2x—y+z=0 0
X =

8 — Pour th(x,y,z)eR3, on résout: AX =X & 2x—y+z=0L ?L{ . On pose
x—y+z=0 T

alors ¢, ='(0,L,1) et ker(u—id)= Vect{e,} .




x-y+z=0

=0 ,
Puis on résout: AX =2X < 2x—2y+z:0<:>{z . On pose alors e, = (1,1,0) et

x—=y=0
ker(u—2id) = Vect{e, } .
1 -1 1)1 -1 1 0 0
Oncaleule (4-2L,) =[2 -2 1||2 =2 1|=[-1 1 0];
1 -1 O){1 -1 0 -1 1 0
On résout alors (4-2L)'X=0&x=y. On pose e="(0,01) et (e,e) et
ker (u —2id)2 =Vect{e,,e,} . Cette famille étant visiblement libre, elle constitue une base de

ker (u - 2id)2 et comme R’ = ker(u—id)@®ker(u - 2id)2 on a par concaténation :

Une base de R* est (e,e,,e;) avec ¢ = t(O,l,l), e, = t(l,l,O) et e, =t(0,0,1). En outre
ker(u—id) = Vect{e}, ker(u—2id) = Vect{e,} et ker(u—2id)" = Vect{e,,e,} .

Onaalors: u(e)=e¢, u(e,)=2e,.On calcule u(e,)="(1,1,2) =¢, +2¢,. Ainsi :

1 00
La matrice B de u dans la base (e, e,,e;) est B=| 0 2 1
0 0 2
1 00 0 00
9 — Posons D,={0 2 0| e N,=/0 O 1|. On a clairement B=D,+N,, D, est
0 0 2 0 00
0 00
diagonalisable, N. =0 et N, est ainsi nilpotente et enfin: D)N,={0 0 2 |=N,D,.
0 00

La décomposition de Dunford de B est ainsi (D,,N,) ou D, et N, sont les matrices définies

ci-dessus.

Appelons f et g les endomorphismes ayant pour matrices respectives D, et N, dans
B = (e, e,,e,). Il apparait alors clairement que (f,g) est la décomposition de Dunford de u.

Or A est la matrice dans la base canonique de u, donc si on appelle D et N les matrices
respectives de f'et g dans la base canonique alors (D,N ) vérifie les points (1) a (4) et constitue

la décomposition de Dunford de A.

La matrice de passage de la base canonique a % est P =

—_— = O
O = =

0
0 | et on a ainsi D= PD, P
1

et N=PN,P"'. On détermine P~ en résolvant, pour X = t(x,y,z) et Y = t(a,b,c) :




y=a x=—-a+b
PX=Y&ox+y=b&y=a

X+z=c z=a-b+c

1 0 0)-1 1 O
D=P0 2 0|1 0 O
0 0 21 -11
0 0 0)\(-1 1 O
Ainsique: N=P|0 0 1 1 0 O —[
1

O =
- o O

-1

-1 1 0 2 0
] 0 0(=1 1 O
-2 2 1 -1 2
0

1

0 O

- o O
S = o N
()

0 0 O)\1 -1

2 0
La décomposition de Dunford de 4 est (D,N) avec D=1 1
1

[e)

(¢}

—

=

Il
O = =

-1 2

10 — La décomposition en ¢léments simples d’écrit sous la forme :
1 a b c

2 = + + 2
(X-1)(x-2)y X-1 X-2 (x-2)
e On multiplie par X —1 eton évalueen1: a=1.

e On multiplie par (X — 2)2 etonévalueen2: c=1.

e On multiplie par X et on regarde la limite en 400 : 0=a+b etdonc b=—-1.
1 1 1 1

(x-1)(x-2f X-1 x-2 (x-2)|
Par suite : 1=(X —2)" (X ~1)(X -2)+(X -1)=(X -2) +(3-X)(X -1).

Finalement :

Sionpose U=3-X et V=1 on a’égalité de Bézout : (X—l)U+(X—2)2V =1 et de plus
deg(U)<2 et deg(V)<1.

11 — On va utiliser a plusieurs reprises dans cette question que des polyndmes en # commutent.
Ainsi partantde (X —1)U +(X —2)2 V=1onaU(u)e(u—id)+V (u)o(u —2id)2 =1id, puis en
évaluanten xe R’ : | p(x)+¢q(x)=
En outre (u —id)( (x)) =V (u)o(u—id)o(u —2id)2 (x). Or d’aprés le théoréme de messieurs
Cayley et Hamilton on a ( ) (u 21d) =0 et donc p(x)eker(u—id).

De méme (u — 21d (u— 1d) o(u— Zid)2 (x)=0 et g(x)eker(u- 2id)2 .
En résumé, pour x € R’ )e ker (u- 1d) ,et R’ =ker(u—id)@®ker(u - 2id)2 :
e ker (u — 21d)

5




On en déduit que p est la projection sur ker(u —id) de direction ker(u - 2id)2 et que g est la

projection sur ker (u—2id)” de direction ker(u—id).

12 — On rappelle que B =(¢;,e,,e;) et que (e ) est une base de ker(u—id) et que (e,,e;) est

1 00
une base de ker(u—Zid)z. Donc la matrice de p dans @ est |0 0 0] et celle de g est
0 00
0 00 1 00
0 1 O|.Lamatricede p+2g dans Bestalors |0 2 0].
0 0 1 0 0 2

On reconnait 1a la matrice D, de la question 8 donc p+2g = f (cf question 9 : on a appelé
( /&) la décomposition de Dunford de ). Il s”en suit que :

D=V (A4)(A-2L) +2U(4)(4-1)=(4-2L) +2(3L, - 4)(4-1,)
Aprés développement : |D=-A"+4A4-21, et N=A-D=A"-34+2L,|.

Partie 111 : une preuve de ’unicité de la décomposition

13 — Soit A une valeur propre de u et x € E, (u).Onaalors u(x)="Ax etdonc vou(x)="~rv(x)

. Sachant veu =uov on en déduit u(v(x))=Av(x) et donc v(x)e E, (u). On a montré :

[Tout sous-espace propre de u est stable par 1.

P
Comme u est diagonalisable, on a E = G-DIEN (u) , et en appelant v, ’endomorphisme induit par
usur E, (u), v, estdiagonalisable (car endomorphisme induit sur un sous espace stable par un
endomorphisme diagonalisable). Soit %, une base de vecteurs propres de v,. Les vecteurs de
B, sont également vecteurs propres de u car éléments de E, (u) Donc les vecteurs de 3, sont

vecteurs propres communs a u et a v.

P
Comme £ = 6:)1 E, (u),la concaténée B des @, est une base de E, dont les vecteurs sont vecteurs

propres communs & # et & v : on a trouvé une base commune de diagonalisation pour u et v

14 — Soient 4 et B diagonalisables qui commutent d’endomorphismes associés a et 3. Il existe
alors une base de vecteurs propres communs a o et 3. Soient 4' et B' les matrices diagonales
de a et B dans cette base commune de diagonalisation. La matrice dans cette base de a—[3 est

alors la matrice diagonale 4'-B', ce qui montre que A — B est diagonalisable.

15 — On se donne 4 et B nilpotentes qui commutent, d’indices de nilpotence respectifs a et b.
Comme elles commutent, on a avec le bindme de Newton :

(A_B)a+b _ f(azb](_l)mbk AkBa+b—k

k=0




Orpour a<k<a+b ona A°=0 etpour 0<k<a ona a+b—k>b donc B*"* =0, et donc
(A—B)M =0 : A— B estnilpotente.

16 — Supposons que M €9, (K) soit diagonalisable et nilpotente, et soit f'son endomorphisme
canoniquement associé. Il existe alors une base B dans laquelle la matrice D de f'est diagonale
et il existe par ailleurs kN tel que M“=0. On a alors f*=0 puis D*=0. D s’écrit
D =diag(A,,...,A, ) etalors D" = diag(kf,...,k’;) et comme D" =0 les A, sont tous nuls. Donc

D=0 puis f =0 et finalement M =0.
|La matrice nulle est la seule matrice diagonalisable et nilpotente|.

17 — On suppose qu’il existe deux couples (D,N) et (D',N') vérifiant les propriétés (1) a (4)
et tels que D, N, D' et N' soient des polyndmes en 4.

Comme D et D' sont des polynomes en 4, D et D' sont deux matrices diagonalisables qui
commutent. D’aprés la question 14 D—D' est diagonalisable. De la méme fagon avec la
question 15, N—N"' est nilpotente. Or de A=N+D=N'+D"' on déduit N-N'=D-D".
Donc N —N' est nilpotente et diagonalisable donc nulle d’apres la question 16. Ainsi N = N'
puis D=D". On a montré :

La décomposition de Dunford d’une matrice a polyndme caractéristique scindé est unique.




