
Notations

On note 𝑇𝑇𝑇𝑇 l’ensemble des suites réelles 𝑡𝑡𝑡𝑡 = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ à valeurs dans {0; 1; 2} :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ {0; 1; 2}.

On désigne par ℓ∞ l’ensemble des suites réelles 𝑢𝑢𝑢𝑢 = (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ bornées et on pose ∥ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∥= sup
𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗

|𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛|.

On note ⌊𝑦𝑦𝑦𝑦⌋ la partie entière d’un réel 𝑦𝑦𝑦𝑦.

 
PARTIE I - Développement ternaire

Étude de l’application 𝝈𝝈𝝈𝝈

Q1. Démontrer que ℓ∞ est un espace vectoriel réel et que l’application 𝑢𝑢𝑢𝑢 ⟼∥ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∥ est une norme 
sur ℓ∞.

Q2. Pour 𝑢𝑢𝑢𝑢 = (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ ∈ ℓ∞, démontrer que la série de terme général 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
3𝑛𝑛𝑛𝑛

est convergente.
On note alors :

𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑢𝑢𝑢𝑢) = �
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
3𝑛𝑛𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

 .

Q3. Démontrer que l’application 𝜎𝜎𝜎𝜎 est une forme linéaire continue sur ℓ∞.

Q4. Démontrer que si 𝑡𝑡𝑡𝑡 = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ ∈ 𝑇𝑇𝑇𝑇, alors le réel 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑡𝑡𝑡𝑡) est dans l’intervalle [0,1].

Q5. On note 𝜏𝜏𝜏𝜏 = (𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ et 𝜏𝜏𝜏𝜏′ = (𝜏𝜏𝜏𝜏′𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ les éléments de 𝑇𝑇𝑇𝑇 définis par :

𝜏𝜏𝜏𝜏1 = 1 et ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∖ {1}, 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0     𝜏𝜏𝜏𝜏′1 = 0 et ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∖ {1}, 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2.

Calculer 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝜏𝜏𝜏𝜏) et 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝜏𝜏𝜏𝜏′). L’application 𝜎𝜎𝜎𝜎 est-elle injective sur 𝑇𝑇𝑇𝑇 ?

Développement ternaire propre

On fixe 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [0,1[. On définit une suite 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥))𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ par :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥⌋ − 3⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑥𝑥⌋ .

Q6. Démontrer que 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝑇𝑇𝑇𝑇.
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Objectifs
 
L’objectif de la partie I est de montrer l’existence d’un développement ternaire propre pour 
certains nombres réels.
La partie II propose l’étude d’une série de fonctions où les coefficients du développement ternaire 
sont remplacés par une fonction continue. 
La partie III étudie des développements ternaires aléatoires. 
La partie IV définit et présente quelques propriétés de la fonction de Cantor-Lebesgue.

Notations

On note 𝑇𝑇𝑇𝑇 l’ensemble des suites réelles 𝑡𝑡𝑡𝑡 = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ à valeurs dans {0; 1; 2} :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ {0; 1; 2}.

On désigne par ℓ∞ l’ensemble des suites réelles 𝑢𝑢𝑢𝑢 = (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ bornées et on pose ∥ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∥= sup
𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗

|𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛|.

On note ⌊𝑦𝑦𝑦𝑦⌋ la partie entière d’un réel 𝑦𝑦𝑦𝑦.

 
PARTIE I - Développement ternaire

Étude de l’application 𝝈𝝈𝝈𝝈

Q1. Démontrer que ℓ∞ est un espace vectoriel réel et que l’application 𝑢𝑢𝑢𝑢 ⟼∥ 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∥ est une norme 
sur ℓ∞.

Q2. Pour 𝑢𝑢𝑢𝑢 = (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ ∈ ℓ∞, démontrer que la série de terme général 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
3𝑛𝑛𝑛𝑛

est convergente.
On note alors :

𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑢𝑢𝑢𝑢) = �
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛𝑛𝑛𝑛
3𝑛𝑛𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

 .

Q3. Démontrer que l’application 𝜎𝜎𝜎𝜎 est une forme linéaire continue sur ℓ∞.

Q4. Démontrer que si 𝑡𝑡𝑡𝑡 = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ ∈ 𝑇𝑇𝑇𝑇, alors le réel 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑡𝑡𝑡𝑡) est dans l’intervalle [0,1].

Q5. On note 𝜏𝜏𝜏𝜏 = (𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ et 𝜏𝜏𝜏𝜏′ = (𝜏𝜏𝜏𝜏′𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ les éléments de 𝑇𝑇𝑇𝑇 définis par :

𝜏𝜏𝜏𝜏1 = 1 et ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∖ {1}, 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0     𝜏𝜏𝜏𝜏′1 = 0 et ∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗ ∖ {1}, 𝜏𝜏𝜏𝜏𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2.

Calculer 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝜏𝜏𝜏𝜏) et 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝜏𝜏𝜏𝜏′). L’application 𝜎𝜎𝜎𝜎 est-elle injective sur 𝑇𝑇𝑇𝑇 ?

Développement ternaire propre

On fixe 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [0,1[. On définit une suite 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥))𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ par :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥⌋ − 3⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑥𝑥⌋ .

Q6. Démontrer que 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝑇𝑇𝑇𝑇.

 

 
Q7. On définit deux suites réelles (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ et (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ par :

∀𝑛𝑛𝑛𝑛 ∈ ℕ∗,  𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 =
⌊3𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥⌋

3𝑛𝑛𝑛𝑛
 et 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 +

1
3𝑛𝑛𝑛𝑛

 .

Démontrer que les suites (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛) et (𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛) sont adjacentes de limite 𝑥𝑥𝑥𝑥. En déduire que :

𝑥𝑥𝑥𝑥 = �
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥)

3𝑛𝑛𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

 .

Que peut-on en conclure concernant l’application �𝑇𝑇𝑇𝑇 ⟶ [0,1]
𝑢𝑢𝑢𝑢 ⟼ 𝜎𝜎𝜎𝜎(𝑢𝑢𝑢𝑢) ?

La suite 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑥𝑥𝑥𝑥) = (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑥𝑥𝑥𝑥))𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ est appelée développement ternaire propre de 𝑥𝑥𝑥𝑥.
 
PARTIE II - Étude d’une fonction définie par une série

Dans cette partie, on définit une fonction 𝜑𝜑𝜑𝜑 à l’aide d’un développement en série analogue au 
développement ternaire propre d’un réel, mais où la suite (𝑡𝑡𝑡𝑡𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑛𝑛𝑛𝑛∈ℕ∗ est remplacée par une fonction 
numérique à valeurs dans l’intervalle [0,2].
Pour tout réel 𝑥𝑥𝑥𝑥 on pose :

𝜑𝜑𝜑𝜑(𝑥𝑥𝑥𝑥) = �
1 + sin(𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥)

3𝑛𝑛𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛𝑛𝑛=1

 .

Étude de l’application 𝝋𝝋

Q11.

Démontrer que 𝜑𝜑 est définie et de classe 𝐶𝐶� sur ℝ.Q12.

Pour tout 𝑥𝑥 réel, justifier l’écriture : 𝜑𝜑�𝑥𝑥� � 1
2 � Im��e���

3�
��

���
�

 et en déduire une expression simple de 𝜑𝜑�𝑥𝑥� en fonction de sin�𝑥𝑥� et cos�𝑥𝑥�.

Q13. Pour 𝑥𝑥 𝑥 ℝ, en déduire une expression simple de           en fonction de cos�𝑥𝑥�.

Q14. À l’aide de                        démontrer que : 

� sin�𝑥𝑥�
10 � 6cos�𝑥𝑥�

�

�
 d𝑥𝑥 � � 1

𝑛𝑛3���
��

���
���1���� � 1�

 puis en calculant la somme de la série du second membre, en déduire la valeur de l’intégrale : 

� sin�𝑥𝑥�
10 � 6cos�𝑥𝑥�

�

�
 d𝑥𝑥 .

Q15. Retrouver cette valeur par un calcul direct. 

�𝑛𝑛cos�𝑛𝑛𝑥𝑥�
3�

��

���
 

� 𝜑𝜑
�

�
�𝑥𝑥� d𝑥𝑥

Indication : on pourra utiliser ce resultat sans le justifier : 
la derivée de la somme est è égale à la somme des dérivées

Indication : on pourra utiliser ce resultat sans le justifier : 
la l'integrale de la somme est è égale à la somme des intégrales



CC INP Mathématiques 1 MP (corrigé par Hugues
Blanchard et Simon Billouet)

Partie 1 : Développement ternaire

1. Montrons que `∞ est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel des suites réelles RN :

� On a tout d'abord `∞ ⊂ RN ;

� La suite nulle étant bornée, elle appartient bien à `∞ ;

� Si u = (un)n∈N∗ et v = (vn)n∈N∗ sont deux suites de `∞, bornées respectivement

par Mu et Mv et λ, µ deux réels, l'inégalité triangulaire nous apprend que, pour

tout n ∈ N :

|λun + µvn| 6 |λ|Mu + |µ|Mv

ce qui montre que λu+ µv est bornée, donc dans `∞.

Ainsi, par caractérisation des sous-espaces vectoriels, `∞ est un sous-espace vectoriel de

RN, donc un espace vectoriel réel.

Montrons maintenant que u 7→ ‖u‖ est une norme sur `∞ :

� Caractère bien dé�ni : si u ∈ `∞,
{|un|, n ∈ N∗}

est une partie non vide (elle contient |u1|) et majorée (puisque u est bornée) de R,
donc par propriété de la borne supérieure, ‖u‖ existe.

� Séparation : si u ∈ `∞ est telle que ‖u‖ = 0, cela veut dire que sup
n∈N∗
|un| = 0, donc

que 0 majore tous les |un|, qui sont des nombres positifs. On a donc :

∀n ∈ N∗, |un| = 0

et par suite, u est la suite nulle.

� Inégalité triangulaire : soit u, v ∈ `∞. On a alors, pour tout n ∈ N∗ :

|un + vn| 6 |un|+ |vn| 6 ‖u‖+ ‖v‖
donc la quantité ‖u‖+‖v‖ est un majorant de tous les nombres |un+vn|, et elle est
donc plus grande que le plus petit desdits majorants, à savoir ‖u+ v‖. On a donc

bien :

‖u+ v‖ 6 ‖u‖+ ‖v‖
� Homogénéité : soit λ ∈ R et u ∈ `′∞. Si λ = 0, on a ‖λu‖ = 0 = 0‖u‖. Supposons

maintenant λ 6= 0. On a alors, pour tout n ∈ N∗ :

|λun| = |λ||un| 6 |λ|‖u‖
De ce fait, ‖λu‖ 6 |λ|‖u‖. Par ailleurs, on a u = 1

λ(λu), donc :

‖u‖ = ‖ 1
λ
(λu)‖ 6 1

|λ|
‖λu‖

et donc

‖λu‖ 6 λ‖u‖
On conclut donc à l'égalité

‖λu‖ = |λ|‖u‖
ce qui conclut la preuve.



2. Soit u = (un)n∈N∗ ∈ `∞, bornée par M. Alors, on a

0 6
|un|
3n

6
M

3n

par croissances comparées. Or, M
3n est le terme général d'une série convergente (série

géométrique de raison dans ] 0 ; 1 [) ; par comparaison de séries à termes positifs, la série

de terme général un converge donc absolument, donc converge.

3. Montrons tout d'abord que σ est bien une forme linéaire sur `∞. σ est bien à valeurs

dans R. Par ailleurs, soit u = (un)n∈N∗ , v = (vn)n∈N∗ ∈ `∞ et λ, µ ∈ R. On a alors

σ(λu+ µv) =
+∞∑
n=1

(λun + µvn)

3n
= λ

(
+∞∑
n=1

un
3n

)
+ µ

(
+∞∑
n=1

vn
3n

)
= λσ(u) + µσ(v)

par linéarité de la somme d'une série (notons que cette égalité est justi�ée par le fait

que toutes les séries qui interviennent convergent bien d'après la question précédente).

Ainsi, σ est linéaire, et σ est donc bien une forme linéaire.

Montrons maintenant que σ est continue. Soit u = (un)n∈N∗ ∈ `∞. Soit N ∈ N∗. Alors :

|
N∑
n=1

un
3n
| 6

N∑
n=1

|un|
3n

6

(
N∑
n=1

1

3n

)
‖u‖

Le terme de gauche de cette inégalité converge vers | σ(u) | , celui de droite converge

également car la série de terme général 1
3n converge, pour les mêmes raisons qu'à la

question 2. Par conséquent, on peut passer à la limite lorsque N→ +∞, et :

| σ(u) | 6

(
+∞∑
n=1

1

3n

)
‖u‖

et d'après une caractérisation de la continuité des applications linéaires, cela montre que

σ est une forme linéaire continue sur `∞.

4. Soit t = (tn)n∈N∗ ∈ T. Notamment, pour tout n ∈ N∗, 0 6 tn
3n 6 2

3n , donc

0 6 σ(t) 6
+∞∑
n=1

2

3n

et cette dernière somme de série vaut 1 car, pour N ∈ N∗,

N∑
n=1

2

3n
= 2

1− 3−N

2
→ 1

Donc σ(t) ∈ [ 0 ; 1 ].

5. On a

σ(τ) =
τ1
31

=
1

3



et

σ(τ ′) =
+∞∑
n=2

2

3n
=

+∞∑
n=1

2

3n
− 2

3
=

1

3

Notamment, l'application σ n'est pas injective sur T.

6. Il s'agit de montrer que t(x) est à valeurs dans {0, 1, 2}. Notons que pour tout n ∈ N∗, tn(x)
est un entier relatif comme di�érence d'entiers relatifs. Par ailleurs, pour n ∈ N∗, on a

3nx− 1 < b3nxc 6 3nx

et

3n−1x− 1 <
⌊
3n−1x

⌋
6 3n−1x

d'où (à chaque fois on somme une inégalité large et une inégalité stricte, donc on a bien

une inégalité stricte)

3nx− 1− 3(3n−1x) = −1 < tn(x) < 3nx− 3(3n−1x− 1) = 3

Et puisque tn(x) est entier, on a bien tn(x) ∈ {0, 1, 2}. Donc t(x) ∈ T.

7. Tout d'abord, yn − xn = 1
3n → 0. De plus, pour n > 2,

xn − xn−1 =
b3nxc
3n

−
⌊
3n−1x

⌋
3n−1

=
tn(x)

3n
> 0

donc (xn)n∈N∗ est croissante, et, pour n > 2,

yn − yn−1 =
tn(x)

3n
+

1

3n
− 1

3n−1
=
tn(x)− 2

3n
6 0

donc (yn)n∈N∗ est décroissante. Ainsi, les suites (xn)n∈N∗ et (yn)n∈N∗ sont adjacentes.

Puisqu'on a l'encadrement, valable pour tout n ∈ N∗ :

3nx− 1 6 b3nxc 6 3nx

on a donc

1− 1

3n
6 xn 6 1

et par théorème d'encadrement, (xn)n∈N∗ converge donc vers x, et (yn)n∈N∗ de même

puisque (xn)n∈N∗ et (yn)n∈N∗ sont adjacentes. Par ailleurs, pour N ∈ N∗ :

N∑
n=1

tn(x)

3n
=
t1(x)

3
+

N∑
n=1

tn+1(x)

3n+1
=
b3xc
3
−bxc+

N∑
n=1

(xn+1−xn) = x1−0+xN+1−x1 = xN+1

En faisant tendre N vers +∞, on obtient donc :

+∞∑
n=1

tn(x)

3n
= x



Partie 2 : Étude d'une fonction dé�nie par une série

11. Notons
fn : R → R

x 7→ 1+sin(nx)
3n

.

� Les fn sont de classe C1 comme composition, somme et quotient de fonctions de

classe C1.

� Comme sin varie entre -1 et 1, ‖fn‖∞ = 2
3n . Par ailleurs,

∑
n>1

2

3n
converge (c'est

une série géométrique de raison 1
3). Donc

∑
n>1

fn converge normalement, donc sim-

plement, sur R.
� Pour tout x ∈ R, f ′n(x) = n cos(nx)

3n donc ‖f‖∞ = n
3n . Or,

n
3n = o

(
1
n2

)
par crois-

sance comparée. Comme
∑
n>1

1

n2
est une série positive et convergente (c'est une sé-

rie de Riemann d'exposant strictement plus grand que 1), par comparaison,
∑
n>1

n

3n

converge. Donc
∑
n>1

f ′n converge normalement, donc uniformément, sur R.

D'après le théorème de dérivation d'une série, ϕ est donc bien dé�nie sur R et est de

classe C1.
12. Notons que, pour tout x ∈ R : ∣∣∣∣e inx3n

∣∣∣∣ 6 1

3n

De même que dans la question 2, la série de fonctions x 7→
∑
n>1

e inx

3n
converge donc

simplement. Notamment, sa partie imaginaire converge simplement. Soit maintenant

x ∈ R (�xé pour le reste de la question) :

Im

(
+∞∑
n=1

e inx

3n

)
=

+∞∑
n=1

Im

(
e inx

3n

)
=

+∞∑
n=1

sin(nx)

3n

D'autre part, par le même calcul qu'à la question 4,

+∞∑
n=1

1

3n
=

1

2

On obtient donc bien



ϕ(x) =

+∞∑
n=1

1

3n
+

+∞∑
n=1

sin(nx)

3n
=

1

2
+ Im

(
+∞∑
n=1

e inx

3n

)
En�n, par somme d'une série géométrique convergente et de raison di�érente de 1 :

+∞∑
n=1

e inx

3n
=

e ix

3
(
1− e ix

3

) =
e ix
(
1− e−ix

3

)
3

((
1− cos(x)

3

)2
+ sin2(x)

9

) =
3e ix − 1

10− 6 cos(x)

On obtient donc :

∀x ∈ R, ϕ(x) =
1

2
+

3 sin(x)

10− 6 cos(x)

13. La question 11 nous a permis de véri�er le théorème de dérivation d'une série de fonctions

terme à terme. Ainsi, pour tout x ∈ R :

ϕ′(x) =
+∞∑
n=1

n cos(nx)

3n

D'autre part, en dérivant à vue l'expression obtenue à la question précédente, on trouve

que, pour x ∈ R :

ϕ′(x) =
3 cos(x)(10− 6 cos(x))− 3 sin(x)6 sin(x)

(10− 6 cos(x))2
=
−18 + 30 cos(x)

(10− 6 cos(x))2

On en déduit donc que, pour x ∈ R :

+∞∑
n=1

n cos(nx)

3n
=
−18 + 30 cos(x)

(10− 6 cos(x))2

14. On a montré en question 11 que
∑
n>1

fn converge normalement sur R. Cette série converge

donc uniformément. Par ailleurs, les fn, étant de classe C1 sur R, sont notamment conti-

nues sur [0, π]. Par théorème d'intégration d'une série terme à terme :∫ π

0

(
+∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

+∞∑
n=1

(∫ π

0
fn(x) dx

)
donc ∫ π

0

(
+∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

+∞∑
n=1

[
x

3n
− cos(nx)

n3n

]π
0

=
+∞∑
n=1

(
π

3n
+

(−1)n−1 + 1

n3n

)

Or,

+∞∑
n=1

π

3n
= π

+∞∑
n=1

1

3n
=
π

2
d'après la question 12, donc :

∫ π

0

sin(x)

10− 6 cos(x)
dx =

∫ π

0

ϕ(x)− 1
2

3
dx =

1

3

∫ π

0
ϕ(x) dx− π

6
=

+∞∑
n=1

(−1)n−1 + 1

n3n+1



En�n, par développement en série entière, on a, pour tout x ∈]−1, 1[, ln(1 + x) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn,

donc ∫ π

0

sin(x)

10− 6 cos(x)
dx =

1

3

(
ln

(
1 +

1

3

)
− ln

(
1− 1

3

))
=

1

3
ln(2)

15. Avec le changement de variable (licite, car de classe C1)
{
u = cos(x)
du = − sin(x) dx

, on obtient

que ∫ π

0

sin(x)

10− 6 cos(x)
dx =

∫ −1
1

−1
10− 6u

du =

[
1

6
ln(10− 6u)

]−1
1

=
1

3
ln(2)


