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Exemples d’utilisation d’équations différentielles en analyse
Notations

Dans ce probléeme, I désigne un intervalle non trivial de R et f : I — R une fonction continue; on
note (.Zr) 'équation différentielle linéaire du second ordre

y' +y=1. (<)

Si zg € I, on définit la fonction s, : I — R par :

Vaoel, 90f7x0(:v):/xf(t)sin(x—t)dt.

Dans tout le probleme, par ”solution d’une équation différentielle”, on fait référence aux solutions a
valeurs réelles.

1°r® Partie
Expression intégrale des solutions de I’équation différentielle (.Z%)
Application au cas ou f est 2r-périodique

1.1. Montrer que I’ensemble g des solutions, sur R, de I’équation différentielle 3" +y = 0 est un espace
vectoriel réel ; préciser sa dimension et en donner une base.

1.2. Recherche d’une solution particuliere de (%)

Pour tout € I, on pose  ¢1(z) = / f(t)costdt et @a(x) = / f(t)sintdt.
y) xo

1.2.1. Justifier que les fonctions ¢1 et 9 sont dérivables sur I et exprimer ¢ (x) et @, (x) pour tout
x el

1.2.2. Montrer que, pour tout x € I, ¢4, (x) = p1(x)sine — @a(x) cosz. Que vaut @y 4, (xo)?
/ 1.(2.3)’.? En déduire que ¢y, est dérivable sur I et exprimer go’f,xo (z) pour tout = € I. Que vaut
S0f7$0 ZBO :

1.2.4. Montrer que ¢y, est deux fois dérivable sur I et qu’elle est solution, sur I, de I’équation
différentielle (.Z%).

1.2.5. Montrer que @y, est I'unique solution, sur I, de I’équation différentielle () s’annulant ainsi
que sa dérivée en xg.

1.3. Expression intégrale des solutions de (%)

Montrer que les solutions, sur I, de I'équation différentielle (%) sont les fonctions de la forme

xT
xr—)acosx+ﬂsinx+/ f(t)sin(z —t)dt, (a,B) € R
o



1.4. Etude de la périodicité des solutions de (ZF) dans le cas ou f est 2m-périodique
Dans cette section, on suppose que I =R et que [ est 2m—périodique.
1.4.1. On suppose que 'équation différentielle (.£F) possede une solution 2m-périodique g.
(i) Montrer qu'il existe (\, i) € R? tel que

Vo eR, g(x)—)\cosx—i—usinx—i—/ f(t)sin(z — t) dt.
0

427
(ii) En déduire que, pour tout réel z, / f(t)sin(x — t)dt = 0.

T
27

2w
(iii) Montrer que f(t)sin(t) dt = f(t) cos(t)dt = 0.
0 27 0 2
1.4.2. On suppose ici que f(t)sintdt = / f(t) costdt = 0.
0 x+2m 0 2
(i) Montrer que, pour tout réel z, / f(t)sin(z — t)dt = f(t)sin(x —t)dt = 0.
x 0

(ii) En déduire, d’abord que ¢y est 2m-périodique, puis justifier qu'il en est de méme de toutes les
solutions de I’équation différentielle (Z}).

1.4.3. Si f est la fonction sinus, I'équation différentielle (.Z) possede-t-elle des solutions 2m-périodiques ?
28me Partie
Application a I’étude d’une intégrale dépendant d’un parametre
et au calcul de l’intégrale de Dirichlet

+o0

sint
Le but de cette partie est de calculer I'intégrale / — dt, dite de DIRICHLET.
0

2.1. Convergence d’intégrales

2.1.1. Convergence de l’intégrale de DIRICHLET

1—cost

(i) Montrer que la fonction ¢t — —a est intégrable sur 'intervalle |0, +o00].

sint 1—cost]= *1—cost
(ii) Montrer que, pour tout réel z > 0, / —dt = [T] . —I—/ —a dt.

1
+oo 3
sint
(iii) Montrer soigneusement que l'intégrale / —— dt est convergente.
0

+o0
. cost 3
2.1.2. Montrer que l'intégrale / —~ dt est également convergente.
1
2.2. Etude de solutions de I’équation différentielle (.#;) lorsque I =]0, +oo| et f: x +— 1

1
Dans cette section, on suppose que I =]0,4o00[ et que f est la fonction x — —. On cherche a montrer,

x
par analyse-synthése, que Uéquation différentielle (£f) admet une unique solution, sur )0, +oo[, ayant 0
pour limite en +o0.

2.2.1. Analyse : On suppose que ¢ est une solution, sur 0, +oo[, de I’équation différentielle (.Z%)
ayant 0 pour limite en +oc.

(i) Montrer qu’il existe (\, x) € R? tel que

Vaz >0, (x) < /Smtdt>cosx+(,u+/ dt)sin:n.

“+00 —+00
sint cost
(ii) Montrer que A = / Tdt et que pu = / Tdt On pourra considérer les suites
1

1
numériques (¢(2n7r))n>l et (w(g + 2n7r))n>1.
sin(t — x)
t

+oo
(iii) En déduire que, pour tout = > 0, ¢(x) = / dt.
x

) oo gin(t — x) _ _
2.2.2. Syntheése : Montrer que la fonction 9y : x — / — dt est effectivement solution,

xr
sur ]0, 400, de I'’équation différentielle (.Zf) et qu’elle admet 0 pour limite en +oo.
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Probléme
Exemples d’utilisation d’équations différentielles en analyse

Notations

I désigne un intervalle non trivial de R et f : I — R une fonction continue ; on note (-Zy) I'’équation différentielle
linéaire du second ordre
y'+y=1f
1¢r Partie
Expression intégrale des solutions de ’équation différentielle (.Z;) Application au cas ou1 f est

2m-périodiques .

1.1 Xg est une partie non vide de €2(R) , 0 € ¥ , stable par combinaison linéaire (simple a vérifier ) , donc
c’est un sous espace vectoriel de €%(R) .

Les solutions réelles de cette équation , linéaire homogene de second ordre, sont de la forme
y:x > acosx+ bsinx

donc Yy est de dimension 2 dont une base est la famille (cos, sin) .
1.2 Recherche d’une solution particuliére de (%)
Pour tout « € I, on pose ¢ (x / f(t)cost dt et pa(x / f(t)sint dt.

1.2.1 f est continue sur I donc les fonctions ¢ — f(t)cost et t — f(t)sint sont continues , par suite p1 et @9

sont de classe € sur I et ¢/ (z) = f(t)cost et ph(x) = f(t)sint pour tout = € I .
1.2.2 Soit x € I,on a

eraa) = [ f0)sinte—

/ f(t)(sin(x) cos(t) — cos(z) sin(t)dt
= sin(z / f(t) cos(t)dt — cos(x / f(t)sin(¢
= x)sinz — pa(x) cosx

Donc ¢y 4, (z0) = 0.

1.2.3 ¢ et o sont dérivables sur I donc ¢y ,, 1'est aussi et

Ot oo(@) = @i(x)sine + @1(x) cosz — @h(x) cosw 4 pa(z) sinz

f(z)cosz.sinx + p1(x)cosax — f(t)cos.xsinz + pa(x)sinx

p1(x) cosz + po(x)sinx

Ainsi ¢, (z9) = 0.



1.2.4 ¢ et g sont dérivables sur I donc cp}m est dérivable sur I par suite ¢y », est deux fois dérivable sur I
et

CFan(®) = ¢i(x)cosz —pi(z)sinz + ¢h(z)sinz + p2(z) cosz
= f(x)cos?’z —(x)sina 4+ f(t)sin®z + o) cosz
= f(@)+ ¢1(z)sinz — po(x) cosz
= —@fa () + fz)

ainsi ¢y 5, est solution, sur I, de I’équation différentielle (Z)

1.2.5 Soit ¢ une solution de (.Z%) telle que ¢ (xo) = ¥'(x9) = 0, posons Y = ) — ¢y ,,, alors elle vérifie
Y”+Y =0 et il existe a et b tel que y(x) = acosx + bsinz de plus on a Y (xg) = Y’ (x0) = 0 donc

{ acosxg+ bsinzg =0

—asinxg + bcosxg =0

le déterminant de ce systéme est égale 1 | sa matrice est inversible il admet donc une unique solution et
a=b=0douY =0et =, .

Ainsi ¢f 4, est I'unique solution, sur I, du probléme de Cauchy :

1.3. De la méme facon , si ¢ une solution de (Z}) sur I, alors y = ¢ — @y 4, vérifie y” +y =0, donc il existe a

et b tel que y(z) = acosx + bsinz , d’ont
Y(x) = acosz +bsinx + / f(t)sin(z — t)dt
o

ce qui donne le résultat.

1.4. On suppose que I = R et que f est 2m-périodique.
1.4.1. Soit g une solution 2m-périodique de I’équation différentielle (ZF) .

i) Drapres 1.3 avec 7o = 0, il existe (A, u) € R? tel que

Ve e R, g(x)=Acosx+ psinz +/ f(t)sin(z — t)dt
0

ii ) Soit z un réel , on a g(z) = g(x + 27) donc
x r+27 27
/ f(®)sin(x — t)dt = / f(t)sin(z + 27 —t)dt = / f()sin(x — t)dt
0 0 0

r+27
la relation de Chasles donne / f(®)sin(x — t)dt = 0.

iii ) En particulier
2m
— Siz =0 alors f(t)sin(t)dt = 0.
0
— Sz = g alors

F+2m 5+2m
/ﬂ+ f(t)sin(gft)dt:ﬁ " £(t) cos(t)dt = 0.

2 2

écrivons

27 42

f(#) cos(t)dt + / f(t) cos(t)dt.

27

5 t2m 0
/ f(t) cos(t)dt = / f(t)cos(t)dt +
z Bl 0



un changement de variable t = u 4+ 27 donne

Tt2m 5 z
/27r f(t) cos(t)dt = /0 flu+27) cos(u + 2m)du = /0 f(u) cos(u)du.
d’out
5t+2m
[ rweostoat = [ seostiar=o

27 27

1.4.2. On suppose ici que f(t)sint dt = f(t)cost dt = 0.
0 0

i) Soit z un réel , on a

27 427

r+2m 0
/ f(®)sin(x —t)dt = / f(t)sin(x — t)dt +

0 2

le changement de variable t = u + 27 donne f;:_% f(t)sin(z — t)dt = fo )sin(z — t)dt, donc

427 27
/ F(#)sin(z — )t = /0 F(#)sin(z — t)dt

d’autre part

2m

/ i f (@) sin(x — t)dt = sin(x) ! f () cos(t)dt — cos(x) f(t)sin(t)dt =0
0 | e —

0 0
-0 =0
d’ou o )
/ F(t)sin(z — )dt = [ f(t)sin(z —H)dt =0 Yz € R
T 0
ii) Onaso(x)= [y f(t)sin(z —t)dt et
r+27
erolz+2m) = / f(t)sin(x — t)dt
0

x x+27
/ f(t)sin(z — t)dt + / f(t)sin(z — t)dt
0 T

d’apres 1) f;”ﬂ f(t)sin(z — t)dt = 0 donc s o(x+ 27) = pro(z) et @so est 2m-périodique.
Soit g une solution de (%) , il existe A et p tels que

glx) = Acosz+ psinz + f(@t)sin(z — t)dt
0
= Acosz + psinz + @y ()

@f0 , cos et sin sont 2m-périodiques donc g est 2m-périodique .

1.4.3. Si f (z) = sin(x) , les solutions de (%) sont de la forme
g:x > Acosx + psinz + ¢ o(x) avec

vrolz) = /Ox sin(t) sin(z — t)dt
= sin(z ’ sin(%) cos — cos(z ' sin?
= sina) [ sin(t)cos() —cosla) [ sin®(t)i

on a . .

/ sin(t) cos(t)dt = B sin?(x)

0
et

xr x 1 _ . 2

/ sin(t)dt = / L= cos(2r) o,
0 0 2
1
= —x— —sin2zx

2 4

() sin(z — ¢)dt + / f(t)sin(x —t)dt =

0



ainsi
1 1 1
ro(z) = 3 sin®(z) — cos(a:)(§1gc —1 sin 2x)

@0 Nest pas 2r—périodique donc ’équation différentielle (.Z) n’admet pas de solution 2m-périodique.

2¢me Partie
Application a ’étude d’une intégrale dépendant d’un parameétre et au calcul de I’intégrale de
Dirichlet

2.1. Convergence d’intégrales

2.1.1. Convergence de l’intégrale de DIRICHLET

1—cost
i) La fonction ¢t — % est continue sur |0, 400/
2
l—cost 1—(1—-%+o0(?) 1 1 cost 1
—En0:0na 1t2 = 12 :§+0(1)d0n0%t_3+§.
— t
La fonction ¢t — o8t est prolongeable par continuité en 0 donc elle est intégrable sur |0, 1].
12
1—cost| 1 1 1— cost
— En 400 : % < PR la fonction — 2 est intégrable sur [1,4+o0[ donc t — % est
intégrable sur [1, 4+o00] .
. . 1 —cost .
D’ou la fonction ¢ — Y est intégrable sur ]0, +o0] .

ii ) Soit > 0 . On fait une intégration par parties :

- . ’
/ sin t _ / (1 —cost) d
1 t

1—cost]” *1—cost
_— + —— dt
t |,
sint

sint
iii) - Ona - —(>)+ 1 donc t — - est prolongeable par continuité en 0 etelle est intégrable sur
t—

10, 1] ainsi l'intégrale fol sint d¢ converge .
1—cost
12

— D’apres i) la fonction t — est intégrable sur [1,+oo[ donc lintégrale erOO 1—cost ¢

t2

0 sin
converge et lim 1=69% — ()  ainsi —— dt converge.
T—+00 z 1 t

oo sint
D’ou l'intégrale / ¥ dt est convergente.
0

[ /

2.1.2. Soit z >0.0On a

nt ¥ sint
— ——d
sint sint
2 < 2 donc t — <z est intégrable sur [1,4+o0[, donc lintégrale eroo sint dt converge et
: sinx : sr 12 oo cost
lim 2% =0, ains l'intégrale —— dt est convergente.
r—+oo T 1 t

1
2.2. I=]0,4o0fet f:z+— —.
x

2.2.1. Analyse : On suppose que 1 est une solution, sur |0, +oo[, de I’équation différentielle (.Zf) ayant 0 pour

limite en +o00.



i) Soit 2 €]0,+o0[, d’aprés 1.3 avec zg = 1 , il existe (A, u) € R? tel que

T 1 _t
P(x) = )\cosx—l—,usinm—&—/ Sm(xi)dt

1 t

cost sint
= )\cos:r—i—,usinx—&—sinx/ < dt—cosx/ - dt
1 1

<)\—/ bmtdt)cosyc—l—(u—&—/ CObdt)sinx
1t 1t

ii ) v tend vers 0 en 400 donc les deux suites (¢(2n7))n>1 et (v (5 + 2nm))
+00.0Ona

i E
Y(2nm) = A — % dt et o (g + Qnﬂ-) = (1) <M+/ &St dt)
1

par passage a la limite en 400 on obtient

+o0 +oo
¢ ¢
A= / SIE et = / o8P at.
1 t 1

iii ) On déduit de ce qui précede que
t t o cost T cost
(/ LT / mdt)cosx+(_/ San+ [ Cosdt)sm
1 1 3 1t
“+ o0 +oo
t t
cosx/ ﬂdt—smac/ gdt
xT t T

t
+0o i _
_ / sm(tt x) dat.

ns1 Convergent vers 0 en

P(z)

2.2.2. Syntheése : d’apres la question précedente on a

o sin(t — sin(z —t
z/;l(x):/ wdt :/\cosx+usina:+/1 %dt

avec \ = f+°° sint (4t et p=-— f;roo cost (¢, donc 1y est solution de (&) sur ]0, +ool.

+oo 400
t t
wl(x)zcosm/ %dt—smx/ O
x xz

t
+oo
sint
/ mdt'
xT

Et aussi

donc

—+oo
cost
(e < [t
xr
les deux intégrales fl TSt ¢ et f+oo cost d¢ convergent donc hm f+oo sint gt = lim f+°O cost ¢ =
T— r—r+00
0dou lim yy(z)=0.
r—+o0

Ainsi 91 est solution, sur |0, +oo[, de (Z%) et elle admet 0 pour limite en +o0.




