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Exercice 1 (e3a 2021)

Dans tout 'exercice, n est un entier naturel non nul.

1
Soit ¢ I'application qui & tout polynoéme P de R, [X] associe p(P) = / P(t) dt.
0

1. Démontrer que B= (1, X — 1, X(X —1),..., X"7}(X — 1)) est une base de R, [X].
2. Généralités sur o.
2.1. Démontrer que ¢ est une forme linéaire sur R,,[X].

2.2. Déterminer Im(¢p) et la dimension du noyau de ¢.

3. On considére alors I'application ¢ qui a tout polynome P de R,,[X] associe le polynome Q) tel que :

WreR, Qz)= /O " p(tt

3.1. Justifier que application ¢ est linéaire.
3.2. Démontrer que Im(¢)) = Vect(X, X?,..., X"*1).
3.3. Démontrer que : P € Ker(p) & ¢(P) € Vect(X (X —1),..., X"(X - 1)).
3.4. Donner alors une base de Ker(y).
4. On note H = L(R,[X],R).

4.1. Donner la dimension de H.

Pk)(0)

4.2. Pour k € [|0,n], soit ¢, la forme linéaire sur R, [X] qui & tout polynome P de R,,[X] associe I

Démontrer que la famille (¢, ..., ;) est une base de H.

4.3. Déterminer les composantes de ¢ dans cette base.



Exercice 2 (e3a 2017)

On note R[X] la R— algebre des polynomes & coefficients dans R. Pour tout polynéme P, on note P’ son polynome
dérive.

Etant donné un entier naturel n, [0,n] désigne I'ensemble des entiers naturels compris entre 0 et n.
Partie L.
Soit  I'application :

R — R[X]
' P — P-P
Soit n un entier naturel non nul. On note R, [X] le R—espace vectoriel des polynomes de degré < n.
1. Démontrer que ¢ induit sur R, [X] un endomorphisme. On note ¢,, cet endomorphisme.

2. Expliciter la matrice de ¢, sur la base canonique de R, [X].

4. Démontrer que ¢, est un automorphisme de R;,[X].

5. En déduire qu’il existe une unique famille de polynémes sg, s, ..., s, telle que :
() Vi€ [0,n], pulsi) = 3,
(b) (s0,81,---,8,) est une base de R, [X].

6. On note Id I'endomorphisme identité de R, [X] et § I'endomorphisme induit par la dérivation sur le R—espace
vectoriel Ry [X]. Justifier :
(Id=d0)o (Id+6+---+46") =1d

7. En déduire Uexpression de s; en fonction de X, pour tout i dans [0, n].



Corrigé

Exercice 1 (e3a 2021)
1. On adeg(1) =0, deg(X —1)=1,...,deg(X*(X — 1)) =k + 1,deg(X" (X — 1)) = n.
La famille B = (1, X — 1, X(X —1),..., X" (X — 1)) est constituée de polynémes de R,[X]. Cette famille de
polynémes est échelonnée en degré donc est libre.
B est une famille libre de cardinal n + 1 dans R,,[X] qui est de dimension n + 1, donc c’est une base de R,,[X].

Donc |B= (1,X — 1, X(X —1),..., X" (X — 1)) est une base de R,[X].

2. Généralités sur o.

2.1.

2.2.

3.2.

3.3.

Pour P € R, [X], on a ¢(P) € R.
Soit (A1, A2) € R? et (P, P,) € R,[X]?. Par linéarité de l'intégrale :

1 1 1
(p(>\1p1 + /\QPQ) = / (/\1P1 + /\QPQ)(t)dt =)\ / Pl(t)dt + Ao / Pg(t)dt = )\1@(]31) + )\2(,0(P2).
0 0 0

Donc ¢ est linéaire. Ainsi ¢ € L(R,[X],R) et ’gp est une forme linéaire sur R, [X]. ‘

¢ € L(R,[X],R) donc Im(p) est un sous-espace vectoriel de R. Puisque R est de dimension 1, Im(y) est de
1
dimension 0 ou 1. On a ¢(1) = / 1dt =1 # 0 donc ¢ est non nulle, rg(p) # 0 donc rg(p) = 1. Im(p) est de
0
dimension 1 donc |Im(p) = R.

Par le théoréme du rang : dim(Ker(p)) = dim(R,,[X]) —rg(p) = (n+1) —1 = n. ’dim(Ker(cp)) =n ‘ et Ker(p)
est un hyperplan de R, [X].

. Soit (A1, A2) € R? et (P, P») € R,[X]?. Par linéarité de l'intégrale :

x

Vx € R72/J()\1P1+)\2P2)($) = AJ(A1P1+A2P2)(t)dt = )\1\/0 -Pl(t)dt-i-)\g /(:c Pz(t)dt = >\1QD(P1)(CE)+)\2§0(P2)((E)

Donc (A Py + AaPs) = Ao(Py) + Aop(Ps). Ainsi

Soit k € [|0,n|]. On a :

th+1 TC pht1
0

VreR, (X*)(x) :/Omt’“dt: [

k+1 k+1
1
On en déduit que ¥(X*) = mX’“H. Puisque (1, X,..., X* ... X™) est une base de R,[X], on a :
1 1 1
I = D), (X),. ., 0(XF), .. (X)) = X, -X?, . —— XM ——xH
() = Veet (1), (), H0E) o 0(X) = Voot (X X% XL )

= Vect (X, X?,... Xk X"F).

Dot | Im(v)) = Vect (X, X2,..., X5 . X"t
Soit P € R,,[X].

P € Ker(p) e(P)=0

1
P(t)dt =0

0
(P)(1) =0
1 est racine du polynome ¢ (P)
(X — 1) divise le polynome 3 (P).

tee ¢ O

Montrons 1’équivalence demandée.

Si¢(P) € Vect (X(X -1),..., X"(X - 1)), alors (X — 1) divise ¢(P) donc P € Ker(p).
Réciproquement, si P € Ker(yp), alors (X — 1) divise t(P). De plus, ¥(P)(0) = 0 donc X divise ¢)(P). On
en déduit que X (X — 1) divise 9(P) avec ¢(P) € Ry,41[X], donc %(P) € X(X — 1)R,,_1[X].

Ainsi 9(P) € Vect (X(X 1), XX - 1)).

Finalement, on a montré que : | P € Ker(p) < ¢(P) € Vect(X(X -1, , XX - 1))




3.4.

4. 4.1.
4.2.

4.3.

Pour 1 <k < n, on pose R(X) = (k+ 1)X* — kX*~L.
On remarque que deg(Ry) = k donc la famille (Ry)1<k<s est une famille de R,,[X], échelonnée en degré donc
libre. De plus

ch-‘rl Xk

G(BE) = (k+ DO(X) = k(X = (k+ 1) 377 — k7 = XH = X0 = XM - ).

Donc ¢(Ry) € Vect (X(X —1),..., X"(X — 1)) D’aprés la question 3.3., Ry € Ker(y).

D’apreés la question 2.2., Ker(y) est de dimension n.
(Rk)1<k<n est une famille libre de cardinal n dans Ker(y) qui est de dimension n, donc une base de Ker(yp).

_ k gyk—1
(Ri)1<k<n = ((k +1)X" - kX )1§k§n est une base de Ker(y).

On a dimH = dim £(R,[X], R) = dim(R,,[X]) x dim(R) = (n + 1) x 1. Done | dim(H) = n + 1.|
Pour (k,¢) € [|0,n|]?, calculons 9 (X*). On pose P(X) = X*.

(*)
Sih<f-1: POX) = (—1)..((—k+ DX y(P) = P]%'(O’:o
Sik=¢:  POX) = 0. ) = 2
Sik>¢+1: PR(X) = 0. Ur(P) = P(]Z'(O):o.

Ainsi | ¥ (X*) :5’%f:{ 0 zk#ﬁ ’

Montrons que la famille (1 )o<k<n est libre. Soit (Ag)o<k<n € R™"*! tel que Z At = 0. Soit £ € [|0, n|].
k=0

0= (Z Akﬁ%) Z Mok (X) =7 Mebie = e
k=0

k=0

On a V¢ € [|0,n]], A¢ = 0 donc la famille est libre.
La famille (¢r)o<k<n est une famille libre de cardinal n + 1 dans H qui est de dimension n + 1, donc c’est une

base de H. ’ (o, . - ., ¥y) est une base de H. ‘

© est une forme linéaire sur R,,[X] donc ¢ € H.

Soient (A )o<k<n € R™™! les coordonnées de ¢ dans la base (¢, ...,1,) de H : ¢ = Z Ak Soit £ € [|0,n]].
k=0

1 n
oy [ e ¢ _
P(X7) _/o tdt = 2 (Z Ak%) Zmpk (X°) kZ:OAMSk,e Ae-

Donc V¢ € [|0,n]], Ay = ——. Ainsi|p = Z k j_ 11/”“
k=0




Exercice 1 (e3a 2017)

1. Endormorphisme
o Il est clair que VP € R[X], ¢(P) € R[X].
e ¢ linéaire : on voit facilement que VP, Q € R[X], VA € R, p(AP + Q) = Ap(P) + ¢(Q).
Ainsi ¢ est un endomorphisme de R[X].

Satabilité Soit P € R, [X]. Montrons ¢(P) € R, [X].

On a deg P < n donc deg(P’) < n
Ainsi deg(P — P') = deg(¢(P)) < n d’ou le résultat
Ainsi R, [X] stable par .

On en déduit que ’ ¢ induit sur R, [X] un endomorphisme‘

1 =1 0 -« - 0
0o 1 =2
: . N
2. | La matrice de ¢,, sur la base canonique de R, [X] est : € Mp+1(R)
: .. —n
0 <+ o oo 0 1

"+l (matrice triangulaire)

3. Le polynome caractéristique de ¢ est x, = (X — 1)
donc le spectre de ¢, est {1}.
On trouve facilement que rg(Idg,,(x]—y,) = 18(Iny1 — M(pn)) = n.

donc selon le théoréme du rang : dim(E;(¢,)) =1 or p,(1) =1

de plus Z dim (Ex(¢n)) =1 et dimR,[X]=n+1>1
AESp(pn)

la seule valeur propre de ¢, est et le sous-espace propre est Ej(p,) = Vect(1)

ainsi| . . . . .
ainsi I’endomorphisme ¢,, n’est pas diagonalisable

4. A T'aide de la matrice de ¢, on trouve que det(yp,) =1 # 0

ainsi | ¢, est un automorphisme de l'espace de dimension finie R,,[X] ‘

5. Comme ¢ est un automorphisme, on a pour i € [0,n] et z € R,[X],

on(x) = % si et seulement si x = ¢, (Xl)

1!

ceci nous donne lexistence et I'unicité de sg, s1, ..., s, telle que : Vi € [0,n], pn(s;) = %
De plus (%—?, 5%, e %) est une famille échelonnée donc libre constituée de n + 1 vecteurs
comme dim R, [X] =n + 1, alors <>é—?, %1, cee %) est une base de R,[X]

I'image d’une base par I'automorphisme ¢, ! étant une base, on en déduit que

il existe une unique famille de polynémes sg, s1, ..., S, telle que :

7

(a) Vi € [0,n], on(s;) = 1(—!,
(b) (so,81,-..,8n) est une base de R, [X].




6. Ona (Id—6)o(Id+5+---+6") = (Id+6+--- +6") — (§ + 6%+ - + ") = Id -6 !
Soit P € R, [X].
Par récurrence immédiate, on a : Vk € N, deg (6"(P)) < —k + degP
donc deg (6" (P)) < —1 et ainsi (6"*1(P)) =0
on a donc bien ’ (Id—=0) o (Id4+0 + --- 4+ ™) = Id‘
7. On déduit de la question précédente que ¢, o (Id+§ + -+ +0") =1d
Comme ¢,, est endomorphisme d’un espace de dimension finie alors ;! =Id+ + - - + 6"

donc pour i dans [0,n], on a s; = ¢, (XZ) = (Id+6+---+67) (K> = (Id46 +---+ 6% (%)

b t!

i

L X Xt XJ
On en déduit si_1+ﬁ+'“ﬁ_2?

Jj=0

Partie II.

On obtient les limites des fonctions polynomiales en +o00 & I’aide des termes de plus haut degré.

X2
8.0naS;,=S,=1+X+ o> dont le discriminant vaut —1.
Soit z € R.
Par inégalité de convexité : Si(x) = 1 + z < €” et par habitude : Si(z) =e* <=z =0
22 3 2
Onas$ -S =—+—=—=(3
n a Sz(x) — Si(x) 5+ G (3+2)

donc ‘ (S3(z) =Si(z) <= x=00uxz = —-3) et (S3(z) < Si(x) <=z < —3)‘

Etudions ¢ = exp —S3, on a ¢/ = exp —Sg et ¢ = exp —S; qui est positive avec un seul point d’annulation
donc ¢’ est strictement croissante et ¢'(0) = 0 donc ¢’ est du signe (strict) de x
donc ¢ est strictement décroissante (respectivement croissante) sur | — 0o, 0] (respectivement sur [0, +o0[)

donc ‘exp(:r) > S3(x) et exp(x) > Si(x) avec égalités si et seulement si z = O‘

T | —00 “+00 ¢
5(2) + ,
+0o0
S3 /
_(x) a

9. On va montrer par récurrence forte sur n € N, la propriété P, :
« S, n’a pas de racine réelle si n est pair et a une unique racine réelle simple si n est impair. »
Initialisation : Pour n € {0, 1}, la propriété P, est vérifiée facilement.
Hérédité : Soit n € N* tel que pour tout p € [0,n], on ait Pp. Montrons que Pp41.
Si n+ 1 est impair, alors n est pair

Dans ce cas S,, ne s’annule pas sur R par hypotheése et lir_ir_l Sp(z) = 400
T—+00

par le théoréme des valeurs intermédiaires, Vo € R, S], ,(x) = Sp(x) > 0 car S,, est continue sur R

donc S, est strictement croissante sur R de plus lim S,41(z) = 4+oo et lim S,qi(x) = —o0
T—+00 T——00

La fonction S,,+1 étant continue, elle est donc bijective de R vers R, elle admet alors une unique racine.
Comme 8], | n’admet pas de racine réelle, la seule racine de S, est simple.



