
Dans tout l’exercice, n est un entier naturel non nul.

Soit ϕ l’application qui à tout polynôme P de Rn[X] associe ϕ(P ) =

∫ 1

0

P (t) dt.

1. Démontrer que B = (1, X − 1, X(X − 1), . . . , Xn−1(X − 1)) est une base de Rn[X].
2. Généralités sur ϕ.

2.1. Démontrer que ϕ est une forme linéaire sur Rn[X].
2.2. Déterminer Im(ϕ) et la dimension du noyau de ϕ.

3. On considère alors l’application ψ qui à tout polynôme P de Rn[X] associe le polynôme Q tel que :

∀x ∈ R, Q(x) =

∫ x

0

P (t)dt.

3.1. Justifier que l’application ψ est linéaire.
3.2. Démontrer que Im(ψ) = Vect(X,X2, . . . , Xn+1).
3.3. Démontrer que : P ∈ Ker(ϕ)⇔ ψ(P ) ∈ Vect(X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)).
3.4. Donner alors une base de Ker(ϕ).

4. On note H = L(Rn[X],R).
4.1. Donner la dimension de H.

4.2. Pour k ∈ [|0, n|], soit ψk la forme linéaire sur Rn[X] qui à tout polynôme P de Rn[X] associe
P (k)(0)

k!
.

Démontrer que la famille (ψ0, . . . , ψn) est une base de H.
4.3. Déterminer les composantes de ϕ dans cette base.
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On note R[X] la R− algèbre des polynômes à coe�cients dans R. Pour tout polynôme P, on note P′ son polynôme
dérivé.

Étant donné un entier naturel n, [[0, n]] désigne l'ensemble des entiers naturels compris entre 0 et n.

Partie I.

Soit ϕ l'application :

ϕ :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→ P− P′

Soit n un entier naturel non nul. On note Rn[X] le R−espace vectoriel des polynômes de degré 6 n.

1. Démontrer que ϕ induit sur Rn[X] un endomorphisme. On note ϕn cet endomorphisme.

2. Expliciter la matrice de ϕn sur la base canonique de Rn[X].

4. Démontrer que ϕn est un automorphisme de Rn[X].
5. En déduire qu'il existe une unique famille de polynômes s0, s1, . . . , sn telle que :

(a) ∀i ∈ [[0, n]], ϕn(si) =
Xi

i! ,

(b) (s0, s1, . . . , sn) est une base de Rn[X].
6. On note Id l'endomorphisme identité de Rn[X] et δ l'endomorphisme induit par la dérivation sur le R−espace

vectoriel Rn[X]. Justi�er :
(Id−δ) ◦ (Id+δ + · · ·+ δn) = Id

7. En déduire l'expression de si en fonction de X, pour tout i dans [[0, n]].
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1. On a deg(1) = 0, deg(X − 1) = 1, . . . ,deg(Xk(X − 1)) = k + 1,deg(Xn−1(X − 1)) = n.
La famille B = (1, X − 1, X(X − 1), . . . , Xn−1(X − 1)) est constituée de polynômes de Rn[X]. Cette famille de
polynômes est échelonnée en degré donc est libre.
B est une famille libre de cardinal n+ 1 dans Rn[X] qui est de dimension n+ 1, donc c’est une base de Rn[X].
Donc B = (1, X − 1, X(X − 1), . . . , Xn−1(X − 1)) est une base de Rn[X].

2. Généralités sur ϕ.
2.1. Pour P ∈ Rn[X], on a ϕ(P ) ∈ R.

Soit (λ1, λ2) ∈ R2 et (P1, P2) ∈ Rn[X]2. Par linéarité de l’intégrale :

ϕ(λ1P1 + λ2P2) =

∫ 1

0

(λ1P1 + λ2P2)(t)dt = λ1

∫ 1

0

P1(t)dt+ λ2

∫ 1

0

P2(t)dt = λ1ϕ(P1) + λ2ϕ(P2).

Donc ϕ est linéaire. Ainsi ϕ ∈ L(Rn[X],R) et ϕ est une forme linéaire sur Rn[X].

2.2. ϕ ∈ L(Rn[X],R) donc Im(ϕ) est un sous-espace vectoriel de R. Puisque R est de dimension 1, Im(ϕ) est de

dimension 0 ou 1. On a ϕ(1) =

∫ 1

0

1dt = 1 6= 0 donc ϕ est non nulle, rg(ϕ) 6= 0 donc rg(ϕ) = 1. Im(ϕ) est de

dimension 1 donc Im(ϕ) = R.

Par le théorème du rang : dim(Ker(ϕ)) = dim(Rn[X])− rg(ϕ) = (n+ 1)− 1 = n. dim(Ker(ϕ)) = n et Ker(ϕ)

est un hyperplan de Rn[X].
3. 3.1. Soit (λ1, λ2) ∈ R2 et (P1, P2) ∈ Rn[X]2. Par linéarité de l’intégrale :

∀x ∈ R, ψ(λ1P1+λ2P2)(x) =

∫ x

0

(λ1P1+λ2P2)(t)dt = λ1

∫ x

0

P1(t)dt+λ2

∫ x

0

P2(t)dt = λ1ϕ(P1)(x)+λ2ϕ(P2)(x).

Donc ψ(λ1P1 + λ2P2) = λ1ϕ(P1) + λ2ϕ(P2). Ainsi ψ est linéaire.

3.2. Soit k ∈ [|0, n|]. On a :

∀x ∈ R, ψ(Xk)(x) =

∫ x

0

tkdt =

[
tk+1

k + 1

]x
0

=
xk+1

k + 1
.

On en déduit que ψ(Xk) =
1

k + 1
Xk+1. Puisque (1, X, . . . ,Xk, . . . Xn) est une base de Rn[X], on a :

Im(ψ) = Vect(ψ(1), ψ(X), . . . , ψ(Xk), . . . , ψ(Xn)) = Vect
(
X,

1

2
X2, . . . ,

1

k + 1
Xk+1, . . . ,

1

n+ 1
Xn+1

)
= Vect

(
X,X2, . . . , Xk+1, . . . , Xn+1

)
.

D’où Im(ψ) = Vect
(
X,X2, . . . , Xk+1, . . . , Xn+1

)
.

3.3. Soit P ∈ Rn[X].
P ∈ Ker(ϕ) ⇔ ϕ(P ) = 0

⇔
∫ 1

0

P (t)dt = 0

⇔ Ψ(P )(1) = 0
⇔ 1 est racine du polynôme ψ(P )
⇔ (X − 1) divise le polynôme ψ(P ).

Montrons l’équivalence demandée.
⇐ Si ψ(P ) ∈ Vect

(
X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)

)
, alors (X − 1) divise ψ(P ) donc P ∈ Ker(ϕ).

⇒ Réciproquement, si P ∈ Ker(ϕ), alors (X − 1) divise ψ(P ). De plus, ψ(P )(0) = 0 donc X divise ψ(P ). On
en déduit que X(X − 1) divise ψ(P ) avec ψ(P ) ∈ Rn+1[X], donc ψ(P ) ∈ X(X − 1)Rn−1[X].
Ainsi ψ(P ) ∈ Vect

(
X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)

)
.

Finalement, on a montré que : P ∈ Ker(ϕ) ⇔ ψ(P ) ∈ Vect
(
X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)

)
.
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3.4. Pour 1 ≤ k ≤ n, on pose Rk(X) = (k + 1)Xk − kXk−1.
On remarque que deg(Rk) = k donc la famille (Rk)1≤k≤n est une famille de Rn[X], échelonnée en degré donc
libre. De plus

ψ(Rk) = (k + 1)ψ(Xk)− kψ(Xk−1) = (k + 1)
Xk+1

k + 1
− kX

k

k
= Xk+1 −Xk = Xk(X − 1).

Donc ψ(Rk) ∈ Vect
(
X(X − 1), . . . , Xn(X − 1)

)
. D’après la question 3.3., Rk ∈ Ker(ϕ).

D’après la question 2.2., Ker(ϕ) est de dimension n.
(Rk)1≤k≤n est une famille libre de cardinal n dans Ker(ϕ) qui est de dimension n, donc une base de Ker(ϕ).

(Rk)1≤k≤n =
(

(k + 1)Xk − kXk−1
)
1≤k≤n

est une base de Ker(ϕ).

4. 4.1. On a dimH = dimL(Rn[X],R) = dim(Rn[X])× dim(R) = (n+ 1)× 1. Donc dim(H) = n+ 1.

4.2. Pour (k, `) ∈ [|0, n|]2, calculons ψk(X`). On pose P (X) = X`.
Si k ≤ `− 1 : P (k)(X) = `(`− 1) . . . (`− k + 1)X`−k. ψk(P ) =

P (k)(0)

k!
= 0.

Si k = ` : P (`)(X) = `! . ψk(P ) =
P (`)(0)

`!
= 1.

Si k ≥ `+ 1 : P (k)(X) = 0. ψk(P ) =
P (k)(0)

k!
= 0.

Ainsi ψk(X`) = δk,` =

{
1 si k = `
0 si k 6= `

.

Montrons que la famille (ψk)0≤k≤n est libre. Soit (λk)0≤k≤n ∈ Rn+1 tel que
n∑
k=0

λkψk = 0. Soit ` ∈ [|0, n|].

0 =

(
n∑
k=0

λkψk

)
(X`) =

n∑
k=0

λkψk(X`) =

n∑
k=0

λkδk,` = λ`.

On a ∀` ∈ [|0, n|], λ` = 0 donc la famille est libre.
La famille (ψk)0≤k≤n est une famille libre de cardinal n+ 1 dans H qui est de dimension n+ 1, donc c’est une
base de H. (ψ0, . . . , ψn) est une base de H.

4.3. ϕ est une forme linéaire sur Rn[X] donc ϕ ∈ H.

Soient (λk)0≤k≤n ∈ Rn+1 les coordonnées de ϕ dans la base (ψ0, . . . , ψn) de H : ϕ =

n∑
k=0

λkψk. Soit ` ∈ [|0, n|].

ϕ(X`) =

∫ 1

0

t`dt =
1

`+ 1
=

(
n∑
k=0

λkψk

)
(X`) =

n∑
k=0

λkψk(X`) =

n∑
k=0

λkδk,` = λ`.

Donc ∀` ∈ [|0, n|], λ` =
1

`+ 1
. Ainsi ϕ =

n∑
k=0

1

k + 1
ψk.



1. Endormorphisme

• Il est 
lair que ∀P ∈ R[X], ϕ(P) ∈ R[X].

• ϕ linéaire : on voit fa
ilement que ∀P,Q ∈ R[X], ∀λ ∈ R, ϕ(λP +Q) = λϕ(P) + ϕ(Q).

Ainsi ϕ est un endomorphisme de R[X].

Satabilité Soit P ∈ Rn[X]. Montrons ϕ(P) ∈ Rn[X].

On a deg P 6 n don
 deg(P′) 6 n

Ainsi deg(P− P′) = deg(ϕ(P)) 6 n d'où le résultat

Ainsi Rn[X] stable par ϕ.

On en déduit que ϕ induit sur Rn[X] un endomorphisme

2. La matri
e de ϕn sur la base 
anonique de Rn[X] est :
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3. Le polyn�me 
ara
téristique de ϕ est χϕ = (X− 1)n+1
(matri
e triangulaire)

don
 le spe
tre de ϕn est {1}.

On trouve fa
ilement que rg(IdRn[X]−ϕn
) = rg(In+1 −M(ϕn)) = n.

don
 selon le théorème du rang : dim(E1(ϕn)) = 1 or ϕn(1) = 1

de plus

∑

λ∈Sp(ϕn)

dim (Eλ(ϕn)) = 1 et dimRn[X] = n+ 1 > 1

ainsi

la seule valeur propre de ϕn est et le sous-espa
e propre est E1(ϕn) = Vect(1)
ainsi l'endomorphisme ϕn n'est pas diagonalisable

4. À l'aide de la matri
e de ϕn, on trouve que det(ϕn) = 1 6= 0

ainsi ϕn est un automorphisme de l'espa
e de dimension �nie Rn[X]

5. Comme ϕ est un automorphisme, on a pour i ∈ [[0, n]] et x ∈ Rn[X],

ϕn(x) =
Xi

i! si et seulement si x = ϕ−1
n

(

Xi

i!

)


e
i nous donne l'existen
e et l'uni
ité de s0, s1, . . . , sn telle que : ∀i ∈ [[0, n]], ϕn(si) =
Xi

i!

De plus

(

X0

0! ,
X1

1! , . . . ,
Xn

n!

)

est une famille é
helonnée don
 libre 
onstituée de n+ 1 ve
teurs


omme dimRn[X] = n+ 1, alors
(

X0

0! ,
X1

1! , . . . ,
Xn

n!

)

est une base de Rn[X]

l'image d'une base par l'automorphisme ϕ−1
n étant une base, on en déduit que

il existe une unique famille de polyn�mes s0, s1, . . . , sn telle que :

(a) ∀i ∈ [[0, n]], ϕn(si) =
Xi

i! ,

(b) (s0, s1, . . . , sn) est une base de Rn[X].

Exercice 1 (e3a 2017)



6. On a (Id−δ) ◦ (Id+δ + · · ·+ δn) = (Id+δ + · · ·+ δn)− (δ + δ2 + · · ·+ δn+1) = Id−δn+1

Soit P ∈ Rn[X].

Par ré
urren
e immédiate, on a : ∀k ∈ N, deg
(

δk(P)
)

6 −k + degP

don
 deg
(

δn+1(P)
)

6 −1 et ainsi

(

δn+1(P)
)

= 0

on a don
 bien (Id−δ) ◦ (Id+δ + · · ·+ δn) = Id

7. On déduit de la question pré
édente que ϕn ◦ (Id+δ + · · ·+ δn) = Id

Comme ϕn est endomorphisme d'un espa
e de dimension �nie alors ϕ−1
n = Id+δ + · · ·+ δn

don
 pour i dans [[0, n]], on a si = ϕ−1
n

(

Xi

i!

)

= (Id+δ + · · ·+ δn)
(

Xi

i!

)

= (Id+δ + · · ·+ δi)
(

Xi

i!

)

On en déduit si = 1 +
X

1!
+ · · ·

Xi

i!
=

i
∑

j=0

Xj

j!

Partie II.

On obtient les limites des fon
tions polynomiales en ±∞ à l'aide des termes de plus haut degré.

8. On a S′3 = S2 = 1 + X+
X2

2
dont le dis
riminant vaut −1.

Soit x ∈ R.

Par inégalité de 
onvexité : S1(x) = 1 + x 6 ex et par habitude : S1(x) = ex ⇐⇒ x = 0

On a S3(x)− S1(x) =
x2

2
+

x3

6
=

x2

6
(3 + x)

don
 (S3(x) = S1(x) ⇐⇒ x = 0 ou x = −3) et (S3(x) < S1(x) ⇐⇒ x < −3)

Étudions ϕ = exp−S3, on a ϕ′ = exp−S2 et ϕ′′ = exp−S1 qui est positive ave
 un seul point d'annulation

don
 ϕ′
est stri
tement 
roissante et ϕ′(0) = 0 don
 ϕ′

est du signe (stri
t) de x

don
 ϕ est stri
tement dé
roissante (respe
tivement 
roissante) sur ]−∞, 0] (respe
tivement sur [0,+∞[)

don
 exp(x) > S3(x) et exp(x) > S1(x) ave
 égalités si et seulement si x = 0

x −∞ +∞

S′3(x) +

S3
−∞

+∞

9. On va montrer par ré
urren
e forte sur n ∈ N, la propriété Pn :

� Sn n'a pas de ra
ine réelle si n est pair et a une unique ra
ine réelle simple si n est impair. �

Initialisation : Pour n ∈ {0, 1}, la propriété Pn est véri�ée fa
ilement.

Hérédité : Soit n ∈ N
∗
tel que pour tout p ∈ [[0, n]], on ait Pp. Montrons que Pn+1.

Si n+ 1 est impair, alors n est pair

Dans 
e 
as Sn ne s'annule pas sur R par hypothèse et lim
x→+∞

Sn(x) = +∞

par le théorème des valeurs intermédiaires, ∀x ∈ R, S′n+1(x) = Sn(x) > 0 
ar Sn est 
ontinue sur R

don
 Sn+1 est stri
tement 
roissante sur R de plus lim
x→+∞

Sn+1(x) = +∞ et lim
x→−∞

Sn+1(x) = −∞

La fon
tion Sn+1 étant 
ontinue, elle est don
 bije
tive de R vers R, elle admet alors une unique ra
ine.

Comme S′n+1 n'admet pas de ra
ine réelle, la seule ra
ine de Sn+1 est simple.


