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Probléeme.
Dans tout le probléeme K = R ou C, on désigne par E un espace vectoriel sur K de dimension n, n > 1 et par L(FE)

le K-espace vectoriel des endomorphismes de E. On note M, (K) lespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n
a coefficients dans K, GL,(K) le groupe des matrices inversibles de M,,(K) et I, la matrice unité de M, (K). Pour
f € L(E), on note f° = idg et pour tout entier naturel k, f¥*1 = f¥ o f ot idg désigne I'application identité de

b Partie 1: Noyaux itérés

Soit f € L(FE), on note pour tout entier naturel k, N, = Ker (fk) et I, = Im (f"”')
1. Montrer que la suite (Ny),cy est croissante et que la suite (Zy), o\ est décroissante pour I'inclusion.
2. En déduire que (dimNy),cy est une suite croissante d’entiers naturels.
3. Justifier 'existence d'un plus petit entier naturel ¢ tel que Ny = Ny41.
4. Montrer que Z, = Zg41.
5. Montrer que N; ®Z, = E,
6. On considere pour tout entier naturel k, ¢y la restriction de f a Zj.

a) Montrer que dimZy, — dim 741 = dim (Ker(f ) N Z).

b) En déduire que la suite (dimNy41 — dim Ny ),y est décroissante.

Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u ’endomorphisme de E canoniquement associé a U.
1. Soient 7 et s deux entiers naturels et v la restriction de u® a Im (u").

a) Vérifier que Im(v) = Im (u®*").
b) Montrer que Ker(v) C Ker (u®).
c) Montrer que dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) 4 dim (Ker (u*)).

d) En déduire que pour tout entier naturel ¢, dim (Ker (ul)) <.
2. On suppose de plus que U™ = 0.

a) Montrer que pour tout entier i tel que 1 <4 < n,dim (Ker (u')) =i.
b) Montrer que 'indice de nilpotence de u est égal & n.
c) En déduire qu’il existe un vecteur e de E tel que B, = (e,u(e),...,u""*(e)) soit une base de E.

d) Ecrire la matrice de u dans la base B..

3. Montrer que deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 sont semblables.



Corrigé

Soit f € L(E), on note pour tout entier naturel k, N, = Ker (fk) et 7, = Im (f’“)

1. Le noyau etl’image d’une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels.

e Soit k € Net z € Ny Ona fo(z) = f(f*(z)) = f(0)=0 donc = € Nyt D’ofl.

e Soit y € Zy11. Il existe € E tel que y = f*+1(z) . Pour a = f(z) € E on a alors f*(a) = f**1(z) =y et donc
y € Tx. Ainsi .
2. Soit k € N . NV}, C Ny implique dim NV, < dim Ny 41 donc la suite (dimN}), oy est croissante.
e Comme (dimNy),cy est une suite d’entiers naturels croissante et majorée par n, celle-ci est nécessairement
constante a partir d’'un certain rang kg < n .
e Soit A = {k € [0;n] | dim Ny = dimNjy4+1}. A est une partie non vide de N donc elle posséde un plus petit

élément q.

Ona N, C Ny et g € A done dim N, = dim N4, par suite :
3. OnaZ,1 C Z, et dim Z, = n — dim N, = n —dim Ny = dim Z,4; donc .

4. Soit z € NyN I, Nlexistea € E tel que z = f %(a) et f 9(x) =0donc fiTl(a) =0 dotaeN 1= N,
par suite z = f 9(a) =0. Ainsi N'yN T, = {0}. De plus, par le théoréeme du rang : dim N ¢ +dim Z , = dim E
donc‘ Ng® quE‘.

5. Pour tout entier naturel k, 7 est un sous espace stable de E soit ¢ = f|z, € L(Zy).

a) Le théoréme du rang donne dimZ; = dim Ker (¢f) + dim Im (¢f) .
On a:
o Im (¢r) = ¢r(Zx) = f(Zk) = Try1-

o Ker () ={z €Ly | pp(x) =0} ={x €Ly | f(x) =0} donc Ker (¢r) = I N Ker (f) .
Ainsi dim 7y, = dim (Z, N Ker (f)) + dim Zy 11 qui s’écrit ‘dimIk — dim Zy 41 = dim (Zy, N Ker (f)) ‘

b) Par le théoréme du rang on a
(n— dim/\/k) —(n— dim./\/’k+1) = dim Np41 — dim N}, = dim (Zr NKer (f))

On sait que Zy1+1 C Iy donc dim (Zgy1 NKer (f)) < dim (Zy, NKer (f)) , par suite on a

dime+2 - dime+1 S dime+1 - dime

Donc la suite (dim N1 — dim N} ), oy est décroissante.
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Partie 2 : Les endomorphismes nilpotents de rang n — 1

Soit U une matrice de M,,(C), de rang n — 1. On note u ’endomorphisme de E canoniquement associé a U.
1. Soient 7 et s deux entiers naturels et v la restriction de u® & Im (u").
a) On a Im(v) = v(Im (u")) = v*(Im (u")) = Im (u¥7).
b) On a Ker(v) = Im (u") N Ker (v*) C Ker (u®).
¢) De la question a) on a dim(Im(v)) = dim Im(u**") | le théoréme du rang donne :
dim Im(u®*") 4 dim Ker(u**") = n et dim Im(v) + dim Ker(v) = dim Im(u")

donc
n — dim Ker(u**") = dim Im(u") — dim Ker(v)

comme dim Im(u") = n— dim (Ker (u")) alors

dim Ker(u**") = dim (Ker (u")) + dim Ker(v)

Ker(v) C Ker (¢*) donc dim Ker(v) < dim Ker (u*) ainsi ‘ dim (Ker (u"**)) < dim (Ker (u")) + dim (Ker (u*)) ‘

d) On prouve le résultat demandé par récurrence sur i.
e Initialisation : le résultat est vrai pour ¢ =1 car v est de rang n — 1 et donc dim(Ker(u)) =1 .
e Hérédité : soit ¢ € [0;n — 1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i.

La question précédente indique que
dim(Ker(u™)) < dim(Ker(u)) + dim(Ker(u))
Comme u est de rang n — 1 alors Ker(u) est de dimension let ’hypothése de récurrence donne
dim(Ker(u™)) <i+1

ce qui prouve le résultat au rang ¢ + 1.

Sii>n+ 1 le résultat est évident . Ainsi pour tout ¢ dans N , ‘dim(Ker(ui)) <i].

2.a) Ona U™ =0, donc u™ =0 et u’ =0 Vi > n par suite dim(Ker(u®)) =n Vi > n.
On prouve le résultat demandé par récurrence sur .
e Initialisation : le résultat est vrai pour ¢ =1 .
e Hérédité : soit ¢ € [0;n — 1] tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang i.

D’aprés la partie 1 la suite (dim(Ker(u?)));en est croissante , donc
i = dim(Ker(u')) < dim(Ker(u't1)) <i+41
Si dim(Ker(u™!)) < i + 1 alors forcement
dim(Ker(u')) = dim(Ker(u‘*1))

par suite Ker(u?) = Ker(u'*!) .

Remarquons que si z € Ker(u'*?) alors u(z) € Ker(u*!) = Ker(u') et u*!(z) =0 donc
x € Ker(u'*!) | ainsi Ker(ui™2) C Ker(u't!) d’ou Ker(u'*?) = Ker(u'*!) .

Par récurrence on a donc Ker(u') = Ker(u'*!) = ... = Ker(u") = F ce qui est absurde .
Donc dim(Ker(u*!)) =i+ 1. D’ou le résultat pour i + 1.

Ainsi on a Vi € [0;n], ‘dim(Ker(ui)) = z‘ .




b) Soit i dans [0;n — 1], on a dim(Ker(u)) =i , donc u® # 0 .
Ainsi on a 4™ = 0 et pour tout i < n — 1 u’ # 0 donc Iindice de nilpotence de u est égal a n.
c) On a u"~1 #£0, il existe donc e € E\ {0} tel que u"~*(e) # 0.

Montrons que (e, u(e), ..., u""*(e)) est libre. Pour cela, on suppose que

age + aqu(e) + -+ ap_u” " (e) =0

1

En composant par v, on a alors

aou™ "t (e) + aju”(e) + - + ap_jut 3 (e) = 0

Puisque u* = 0 pour tout k > n alors apu"~1(e) = 0 ainsi ag = 0.

A chaque fois on compose par u” 2, u™ 3, ...,u , on obtient par un processus récurrent
o] =91 = ... = ap_1 = 0.

La famille B, est donc libre et posséde n = dim(FE) éléments donc c’est une base de E.

0 o ... ... 0
1

d) La matrice de u dans la base B, est donnée par 0

3. Soit A et B deux matrices nilpotentes de M,,(C) de rang n — 1 , posons fa et fp les endomorphismes de F
canoniquement associé a A et B , il existe donc deux bases B, et B.s de E dans lesquelles les matrices de f4 et

defp sont identiques a la matrice de la question d) , ce qui prouve que A et B sont semblables .



