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Il existe de nombreuses méthodes pour déterminer la valeur de Z_z'
n

n=1

Ce probléme propose deux méthodes différentes de recherche de la valeur de cette somme.

Q8. Question préliminaire

+00
, que vaut la somme Z—z ?
n

n=1

L
(2n+1? 8

+00

Si on admet que Z
n=0

Partie |

Q9. On note, pour tout entier naturel n, W, =I§(sinx)ndx.
0

Calculer la dérivée de la fonction x i (sin x)™"

w,

n-

, puis déterminer une relation entre W,,,, et

22n(n!)2

En déduire, pour tout entier naturel n, que W, 4 :W'
n+1)!

Q10. Déterminer sur l'intervalle ]—1, 1[ le développement en série entiére des fonctions x — —
- X
et x — Arcsinx.

& 2n)!
Q11. En déduire que pour tout x € {O, E{, X= Z ( 5 ) (sinx)?™1
2 = 22" (n")"(2n+1)

" 7 | (2n)! - S, (2n) -
Q12. Justifier que -[2 Z > (sinx)"*" |dx = ZI 2 > (sinx)"dx.
0 | #=522"(n")"(2n+1) 4570 22" (n")*(2n +1)

+00
Q13. En déduire la valeur de Ziz
n

n=1



Q14.

Q15.

Q16.

Q17.

Q18.

Partie Il

Donner sur l'intervalle ]—1, 1[ le développement en série entiére de la fonction x — 1 puis
X —

Tnx
0 x2-1

calculer I'intégrale j dx.

On donnera le résultat sous la forme de la somme d’une série numérique.

+ Arctan(xt)
0 1+ t2

On pose pour x €0, + o], f(x):j dt.

Démontrer que la fonction f est bien définie et est continue sur l'intervalle [0,+ oo[.

Etablir que cette fonction f est de classe C' sur l'intervalle ]0,1] et exprimer f'(x) comme une
intégrale.

X2t

Réduire au méme dénominateur I'expression -
1+12 1+ t2x?

et en déduire que pour tout

In x

xel0,1, f'(x):X2_1.

+00
Calculer f(1), puis en déduire la valeur de Ziz
n

n=1

FIN



Mathématiques I MP CCINP 2024, corrigé

Qo.

Q 10.

Partie 1

Soit n € N. La dérivée de x +— (sin(x))" ™ est z — (n + 1)(sin(z))" cos(x).

Pour obtenir une relation entre les intégrales W, 15 = / g(sin(x))"wdx et W, = / * (sin(z))"dz,

nous allons intégrer par parties afin d’abaisser le degré de 'exposant n + 2. Plus précisément :
pour obtenir 'exposant n, nous allons dériver = — (sin(x))""! et intégrer x +— sin(z). La formule
de l'intégration par parties donne alors :

s jus

Wi = /0 *(sin(x))"2de = [~ cos(x) - (sin(:c))"“}f +(n+1) /0 * cos(z) - (sin(w))" cos(x)dx,

™

donc : Wy = (n + 1)/2(Sin(x))”(cos(x))de. En utilisant la formule : cos? = 1 — sin?, on

0
obtient :

™ ™

Wiio = (n+1) /5(sm(z))ndx —(n+1) /é(sin(x))””dx = (n+ D)W, — (n 4+ 1D)Wia,
0 0
c’est-a-dire (n + 2)W,4o = (n + 1)W,, puis :
n+1
nt2 = W,.
42
On en déduit la relation demandée par récurrence. Pour tout n € N, soit P, la proposition :
p 0 W /g’()d s = 1ot 2Oy don Py, A
ourn =0ona: = sin(r)de = [—cos(z)]g =1, et : —————— =1= ou Py.
1 A 0 ) 2.0+ 1) 1 0

présent, si n € N est un entier tel que P, alors :

2n + 2 Po] 2n+2  227(nl)? (2n + 2)? 221 (n!)?
m+3 T 243 2n+ 1) 2n+3)2n+2) (2n+ 1)
22 (n+1)%2-22*(n!)?
B (2n + 3)!
220 ((n 4+ 1)1)?

R+ 1)+ 1)

Waotmi1)yr1 = Wangs =

d’ou P 4q.
Ayant démontré I'initialisation et ’hérédité, par principe de récurrence on a bien :
22n(n!)2
vneN, W = —
T 20+ 1)

(NI

L’application x — peut s’écrire x +— (1 — z%)” 2 : or nous connaissons le développement

1
V1—a?
en série entiere de  — (142)* pour tout o € C. Nous allons l'utiliser avec o = —% et le composer
avec ¥ — —x?, pour obtenir celui demandé. On a, pour rappel :

n—1

“+oo H (05 - k)
Va e C\N, Vo e] - 1,1, (1+2)* =14 =—a".
—
Posons @ = —%. Pour tout = €] — 1,1[, on a —z* €] — 1,1], et on peut donc évaluer en —z?
I’égalité ci-dessus pour obtenir :
n—1
R N G el
Vel - 11, (1-2?)2 =14 =" (=2?)".
— n!

5
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Q11.

Q12.

Pour les besoins de la question suivante, nous allons simplifier le terme général. Pour tout n €

N\ {0}, on a:

n—1 1 n—1 1 (_1)n n—1
I (—2—k) ~ ] (—2~(2k+1)> ==L TR+,
k=0 k=0 k=0

La méthode pour écrire sous forme compacte un produit d’entiers impairs est standard : on
multiplie et divise par le produit de tous les entiers pairs, afin de faire apparaitre le produit de
tous les entiers jusqu’a un certain rang (et donc une factorielle), et on factorise chaque entier pair
par 2. On obtient alors :

no1 n-1 ﬁ ZE) any (2n)!
vne N\ {0}, JJ@k+1)=][k+1)% == o
k=0 k=0 kgl(%) 2n ;}31 k G

Ainsi :

vn € N\ {0}, /}_[()(—Q—k> T Sl T 22yl

Comme, de plus, pour tout x €] — 1,1[ et tout n € N\ {0} on a : (—2?)" = (=1)"2?", on en
déduit le développement en série entiere plus compact :

= (271)' 2n

Vo el -1,1], (1—-a2%)":2 +222n _§22"(n!)2x

=

Passons a l’arc sinus. On a :

T xz T
arcsin(z) = = ' t2”dt
@-f A= h X 22n
2n)! 5, N X
Or la série entiere Z S ()2 x”" est de rayon de convergence 1, donc on peut l'intégrer terme a
terme sur tout segment inclus dans | — 1, 1[. On en déduit :

+o00 (2n)| I2n+1
2n
arcsin(z Z/ 22n t dt = X:O ()2 20 £ 1°
En conclusion, pour tout x €] — 1, 1] :

1 +o0 (2n)| on ] +0oo (ZTL)' :L‘2n+1

Vi—a? 7;) Pt Aresin(e) = HZ:% 2n(nl)22n + 1

Soit t € {O, g[ En posant z = sin(t) € [0, 1] dans le développement en série entiere de l’arc sinus,
on obtient : . _—
. X (2n)! (sin())™"
arcsin(sin(t)) = Y Pl 241

n=0

Y

et arcsin(sin(t)) =t car t € {O, %{ C {—g, g}, d’ou le résultat désiré (quitte a renommer ¢ en z).

+oo jus

Il s’agit de justifier I'interversion des symboles Z et / *. Nous allons utiliser le théoréme d’in-
n=0

tégration terme a terme positif. Posons :

(2n)! (sin(z))*"
22 on+1

Vn €N, Vz € [02[ gnl(z) =



Mathématiques I MP CCINP 2024, corrigé

L’application g, se prolonge en une fonction continue sur le segment [0 E] donc elle y est in-

tégrable et elle est intégrable sur [O, 5 [ De plus elle est positive sur cet intervalle et sa somme

est continue (c’est la fonction z +— x d’apres la question précédente), donc par le théoréeme
d’intégration terme a terme positif on a :

7 RIS
0 n=0 n=0 0

ce qui donne immédiatement le résultat voulu.

Autre démonstration. On pouvait aussi démontrer cette interversion avec I'autre théoreme
d’intégration terme a tern126,+\lfa1able a priori sur les segments, mais cela nécessite de remarquer
n

que la série Z (2n)!

=22 (n!)?2n + 1
regle de D’Alembert, on tombe sur le cas d’incertitude L = 1. Pour étudier sa nature, nous allons
donc déterminer un équivalent asymptotique simple de son terme général, avec la formule de
Stirling. On a, pour tout n au voisinage de +00 :

converge aussi en x = 1. Faisons-le. Si on essaie d’appliquer la

(2n)! 1 Vamn ()" Lo,
22n(n!)2 2n + 1 n—+oo 22n(27n) (@

) " m nteo 27/

or la série de Riemann Z

1
n=1 n\/ﬁ

2n)! 1
théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z 2( ) 5
502 n(n!)22n + 1
le théoreme d’Abel radial, on en déduit que le développement en série entiere de I’arc sinus reste
valable pour x = 1, et donc que la relation de la question Q 11 reste valable pour z = Z. Ainsi

} pour

converge parce que son exposant est % > 1. Donc, d’apres le

converge. Par

SIEIIE]

elle est valable sur un SEGMENT et il suffit de montrer la convergence uniforme sur [O,
intégrer terme a terme. Posons :

(2n)! (sin(z))*" ™ |

T
Vn eN, Vo € [07 2} , gn(x) = 2n(pl)2 2+ 1

(2n)! 1

| X 22”(n')2 1 . On en déduit, par propriété

Pour tout n € N et tout = € {0, g}, on a : [gn(z)

de la borne supérieure :

(2n)! 1
Vn € N, ||9n||<><> = 22”(71!)2 2n+1°
(2n)! 1

Or nous avons démontré ci-dessus que la série Z converge. D’apres le théoreme

« 220 (n!)2 2n + 1

de comparaison des séries & termes positifs, la série > ||ga]lso converge donc : d’out le résultat.
n=0

Ayant la convergence uniforme de la série de fonctions continues Z gn sur le segment [0, 2} on
n=0
a d’apres le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment :

T 400 2n+1 1

(sin(z)) ‘ o1
/ Z 2271 n' 2n+1 dz = Z/ 22n n] 29n, +1 (SlIl((L’)) d.I,

d’ou le résultat.
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Q13.

Q14.

Wi

D’apres la question Q9 on a : / (sin(z))*" ' dz = Wapsy =
0

précédente et la question Q 11 :

/3 ol — J“z":o 2(271)! 1 221 (n!)? _ RE | - (2n)!
0 —22n(nl)22n+1 2n+1)! Z2n+1 (2n+1)!

jus 272 2
Or on a facilement : /2 rdx = Sl - W—. Donc :
0 2], 8
7T2 +oo 1
8 7;] (2n + 1)?
+o0 1 71.2
On conclut avec la question Q 8, et on a : Z 2= 5
n=1 n
Partie 11
Soit x €] —1,1[. On a : |2?| < 1, donc :
1 1 R & o
2—1 1— 2 :_7;)(37) :—nz:%x
1 2 400
On a donc : n(z’) =Y (=2 In(z)) pour tout = € [0, 1], puis :

2 _
T I =

1 +°° L ®
/0 x2 / zn In(x Z / " In(z

22n(n!)?
(2n+ 1)1

Donc par la question

+o00 1

:nzzo(znﬂ)?'

))dzx,

toutes les fonctions en jeu étant continues par morceaux sur |0, 1[. L’égalité (x) est licite par le

théoreme d’intégration terme a terme positif. En effet :

— on a positivité et continuité par morceaux sur |0, 1[ de la fonction f, : x — —2?"In(x) pour

tout n € N;

— la série de fonctions Z fn converge simplement et sa somme est x —

n=0
continue sur |0, 1[;

In(x)

g qui est bien

— il reste a justifier I'intégrabilité sur |0, 1[ de f,, pour tout n € N (comme f,, > 0 pour tout
n € N, cela équivaut a la convergence de son intégrale sur |0, 1]) ; nous allons faire mieux en
calculant l'intégrale sur |0, 1[ de f,, en méme temps, via une intégration par parties, ou 'on

dérive z — —In(x) et integre x — %" ; comme :

2n+1 x2n+1

1
la formule de lintégration par parties assure que les intégrales / —2?" In(z)dz et
0

2n

1
/ —5 1d$ sont de méme nature (donc convergentes, puisque la seconde est l'intégrale
0 n

d’une fonction continue sur un segment), et on a :

1
2n+1)

1 ) x2n+1
—x*"] der = |— 1
/0 =" Inz)dz l2n+1n(] +1
ce qui montre a la fois 'intégrabilité de f,, pour tout n € N sur |0, 1], et que son intégrale
bgale ————.
B on r 1)
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Q 15.

Q 16.

En conclusion, on a montré :

1 too 1
M n(e)de =Y -
/0332—1 Z/ n(z))dz = 2_2()(271+1)2

. ! In(z)
Ce calcul montre en passant que l'intégrale / 5
0o r?—

dx converge, étant donné que cette somme

1
est finie (la famille de réels positifs < est sommable puisque sa somme est celle d’une

n2)n6N\{O}
série de Riemann d’exposant 2 > 1, donc ses familles extraites sont sommables également).

Nous allons utiliser le théoreme de continuité des intégrales a parametres. Posons :

) _arctan(tx)
V($,t) € (R+) 5 g(x,t) - W

Alors :

— pour tout ¢ € R, 'application = — g(x,t) est continue sur R, ;
— pour tout x € Ry, l'application ¢ — g(z,t) est continue par morceaux sur Ry ;
— pour tout (t,z) € (R;)? on a :

1
1+ t2

lg(z,t)] < (HYPOTHESE DE DOMINATION)

1
et I'application ¢ : t — e est intégrable sur [0, +oo[ puisqu’elle est continue sur cet

intervalle, et que |p| = ¢ admet comme primitive I'arc tangente, qui admet une limite finie
(égale a 5) en +00.
Par le théoreme de continuité sous le signe intégrale, d'une part ¢ — g(x,t) est intégrable sur R
pour tout x € R, et d’autre part f est définie et continue sur R, ce qu’il fallait démontrer.

On reprend les notations de la question précédente. Nous allons utiliser le théoreme de dérivation
des intégrales a parametres :

— pour tout ¢ € R, , I'application x — g(z,t) est de classe C! sur ]0,1] et on a :

8g( t 1

\V/(t,ﬂf) < R+X]071]7 ox z t) 1_|_( t)2 1+t2’

— pour tout z €]0, 1], 'application ¢ — g(x,t) est intégrable sur R, d’apres la question précé-
dente ;

0
— pour tout x €]0, 1], 'application t — 8—g(:r, t) est continue par morceaux sur R, ;
x

— pour tout segment [a, b] inclus dans |0, 1] et tout (t,z) € Ry x [a,b], on a :

t
ST+ @)+ 8)

(HYPOTHESE DE DOMINATION)

t
(14 (at)?)(1+t?)

Justifions que l'application ¢ : ¢t — est intégrable sur [0, 4o00] : elle est

continue sur cet intervalle, et on a :

20, Yz~ O

or on sait que les fonctions de Riemann d’exposant strictement supérieur a 1 sont intégrables
au voisinage de +o00, donc par comparaison il en est de méme de ¢ : d’ou le résultat.
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Par le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, vérifié sur tout segment de |0, 1], d’une part
9y

t— a—(x, t) est intégrable sur R pour tout z €]0, 1], et d’autre part f est de classe C* sur |0, 1].
x
De plus :
+oo dg +oo t 1
Ve €lo,1], f :/ ——J&:/ dt.
v€lo1], - filw) 0 895@ ) o 14 (zt)21+1¢2

Q17. Soit (t,z) € Ry x]0,1[. On a :

t
1+ )1+ 222)

t 2t tH(1 + t22?) — 2%t(1 + t?) a 2)
—_ = = — X
14+12 14222 (14 12)(1 + 1222)

et on en déduit, par la question précédente :
1 too [ ¢ z*t
Vo €01, fe) = [ - dt
rel0 Il F@ =170, &A%Q 1+ﬁﬁ>
1 [ln(l + %) — In(1 + thQ)] e

1 — g2 2

1 [1 1+¢2 \]"
= —In|———
1—a2 (20 \1+2a2)],

0

2(1 — a2)
_ In(x)
1 — 22’

d’ou le résultat, quitte a multiplier par —1 le dénominateur.

Q18. On a:
oo +oo arctan(t) arctan(t)2]7° 72
0)= [ Todt=0, yy= [ T MRS T
f0) = [ R e I
or en intégrant la relation de la question précédente, on a l'existence de ¢ € R tel que :
z In(t
Vo €)0,1], f(x)=c+ n(t) dt.
0o t2—1
1 In(x)

Calculons la limite de chaque membre en (0. Comme l'intégrale / dx converge par la

1 0 72—
T In(t
question Q 14, on a : lim ®)

z—0Jo 12 —

donc : lig(l) f(z) = f(0) = 0. Ainsi I'égalité ci-dessus donne, quand x — 0 :

dt = 0. De plus f est continue en 0 par la question Q 15,

0=c.

Cette méme égalité donne, quand = — 1, toujours par continuité de f :

[ B8 gy = T

2?2 —1

On en déduit, par la question Q 14 :

+00 1 71_2

Z;@n+n2:8'

+oo 1 71'2
On conclut avec la question Q 8, et on a : E — = —.
= n? 6
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