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Déterminants

Exercice 1 (CCP 2022)

Pour n entier, n > 2, on définit le déterminant de Vandermonde de n nombres complexes x1,xs ..., Ty
par :

1 1 1

I T2 In

V(ri,x2,...,00) = | 22 - a2
n—1 n—1 n—1
Ty Lo T
L’objet de cet exercice est de démontrer par récurrence que 'ona: V (1, x9,...,2,) = H (xj — ;).
1<i<j<n

Q1. Calculer V (x1,z2). Expliquer pourquoi il suffit de faire la démonstration pour n nombres
complexes x1,Z2 ..., T, deux a deux distincts.
Dans la suite, x1, x5 ..., x, sont n nombres complexes deux a deux distincts.

Q2. On consideére la fonction t — P(t) =V (21,22, ...,%n_1,1).
Démontrer que P est une fonction polynomiale de degré au plus n —1 et justifier que le coefficient de
t"~! est un déterminant de Vandermonde.
Démontrer par récurrence que V (x1,z2...,2y,) = H (xj —x4).
1<i<j<n

Q3. Premieére application

Calculer le déterminant de la matrice A = (ij ) 1<i<n en faisant apparaitre le déterminant de Vander-

1<j<n
monde V(1,2,...,n).
Q4. Deuxieme application
Donner un exemple de n nombres complexes a1, as, ..., a, deux a deux distincts et tous non nuls, tels
n
que Z a% =0.
k=1
Soit n nombre complexes x1, xo, ..., x, deux a deux distincts et tous non nuls, démontrer que 1'une
n n n n
au moins des sommes Z Tr, Z 3, Z x . Z xj; est non nulle.
k=1 k=1 k=1 k=1

On pourra utiliser un déterminant de Vandermonde non nul.



Exercice 2 (CNC 2019)

Pour tout p € N*, on note M,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre p & coeffi-
cients réels; la matrice identité de M, (IR) se notera I,,. Si M € Mp(R) , on note det(M) son
déterminant et *M sa transposée.

1% Partie : Calcul du déterminant de Cauchy

On considere un entier n > 2 et deux suites finies (ay)i1<k<n €t (bx)i<k<n de réels telles que
a; + b; # 0 pour tout couple (i,7) € {1, . .. ,n}?. Pour tout entier m tel que 0 < m < n, le
déterminant de Cauchy d’ordre m, associé aux familles (ag)i1<k<n €t (bk)i<k<n, est le nombre,
1

noté A,,, égal au déterminant de la matrice (
ai + b; 1<i,j<m
2.1. On suppose qu’il existe (iy,42) € {1, . .., n}?, avec iy # io, tel que a;, = a;,. Justifier
que A, = 0.
On suppose désormais que les réels aq, ..., an sont deux a deux distincts et on considere la
fraction rationnelle

1= (X —by)

R =
[Tizi (X + ak)
n—1 n
2.2. Justifier que les polynémes H(X — b) et H(X + ax) de R[X] sont premiers entre eux.
k=1 k=1

2.3. Décomposition en éléments simples de la fraction R
2.3.1. Préciser les poles de la fraction rationnelle R et vérifier qu’ils sont tous simples.

2.3.2. En déduire que la décomposition en éléments simples, dans R(X), de la fraction R

n
est de la forme R = Z Ak en précisant tes expressions des «j en fonction des
P X +ag
ap et des bg.
2.4. Application au calcul de A,
1 1 1
ar + b al + bp—1 ai; + by
2.4.1. M A, = ; ; ;
ontrer que anAy, 1 1 1
an—1+ b1 an-1+bp_1 an_1+by
R(by) e R(bn-1) R(by)

2.4.2. En déduire que a, Ay, = R(by)Ap—1.
H1§i<j§n(aj —a;)(bj — b;)
[Ti<ij<n(ai +0;)

2.4.3. Calculer Ay puis montrer que, pour tout n > 2, A,, =



Corrigeé

Exercice 1 (CCP 2022)

1 1

- ‘ donc ’ V(z1,22) = 9 — xl.‘

Soit un n-uplet (z1,...,2,) € C", tel qu'il existe deux indices (io, jo) € [1,n]? avec i # jo et x;, = xj,.

Alors la matrice de Vandermonde ((z;)"~!)1<; j<, posséde deux colonnes identiques, les colonnes i et j, donc
elle n’est pas inversible et son déterminant V(z1,...,x,) est nul.

Q1. OnaV(zy,z2) =

La formule annoncée est bien vérifiée dans ce cas : V(z1,...,2,) =0 = H (x; — xi).
1<i<j<n

’ Donc il suffit de faire la démonstration pour n nombres complexes deux & deux distincts x1,...,Z,.

Q 2. e Soient z1,...,x, des nombres complexes deux a deux distincts. On considére la fonction

P C - C
) t — V(l’l,...,l‘n_l,t).

En développant le déterminant par rapport & la derniére colonne, il existe des coefficients ag, ..., a,_2 dans C
tels que :

1 1
1 R | t
P(t) :V(Il,...7$n_1,t) = . . . ZV(.’L‘l,...,JC”_l)tn71 —|—an_2t”72—|—...+a1t—|—ao.

n—1 n—1 n—1
Ty oo,y

Donc| P est une fonction polynomiale de degré au plus n — 1, et le coefficient devant t"~! vaut V(z1, .y Tn_1). ‘

e D’apreés la question Q 1, on a Vk € [1,n — 1], P(zx) = 0 donc P posséde n — 1 racines distinctes x1, ..., Zp_1.
Dot
n—1

vteC, Pt)=V(x1,...,Tn_1) H(t — ).
k=1

En particulier, on obtient la relation de récurrence :
n—1
V(.. wn) = P(rn) = V(zy,...,zn1) [[ (@0 — ).
k=1

e Montrons par récurrence sur n > 2 :

(H,) :si (x1,...,2,) € C" sont deux & deux distincts, alors V(z1,...,2,) = H (xj — ;).
1<i<j<n

Initialisation : cas n = 2. Soit x; # x5 deux nombres complexes.

On a montré a la question Q 1 que V(x1,22) = o — x1 = H (xj — ;).
1<i<j<2
Hérédité : supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons-le au rang n.
Soient (z1,...,2,) € C™ deux & deux distincts.
Par hypotheése de récurrence, V(z1,...,2,—1) = H (x; — ;). Il vient
1<i<j<n—1
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1<i<j<n—1 1<i<j<n

ce qui achéve la récurrence.




e Le résultat est encore valable si les ; ne sont pas deux a deux distincts (d’aprés la question Q 2), d’ou :

V(z1,...,2n) €C", V(zq,...,z,) = H (xj — ;).

1<i<j<n
Q 3. Soit la matrice A suivante, que 'on transpose :
11 ... 1 1 2 ... n
, 2 22 ... 2" . 1 22 ... n?
A= (2])1§171§n = : : ’ A= :
n n? n" 1 27 n"
Par multilinéarité du déterminant :
1 1 1
1 2 n
det(A) =det(*fA) =2x3x...xn| . . . =nlV(1,2,...,n).
i 2n.—1 nn.—l
Ainsi
n J—1 n n—1 n n
det(A)=n! J[ G-i)=n]] (H(ji)) =nl [[G-Dr=n ] =]]4'=]]4"
1<i<j<n j=2 \i=1 j=2 j=1 j=1 j=2

On a ainsi | det(A) =n! V(1,2,...,n) = Hj[ — H pntl—k
Jj=2 k=2

Q 4. e Soit n > 2. On pose Vk € [1,n],a = e*7/".
Les (ax)1<k<n sont des nombres complexes deux & deux distincts et tous non nuls, car ce sont des racines (2n)-
iémes de 'unité distinctes. La somme suivante fait apparaitre une somme géométrique de raison ei2r/m #1:

n n n n—1 n—1 B i2m /n\ " 3
I;ai = Z (eikﬂ/n>2 _ Z pik2m/n _ Z oik2m/n _ Z (ei27r/n>k _ 1 : _(ee;/n) - _16;/” o

k=1 k=1 k=0 k=0

n

En posant Vk € [1,n], ar = /" on a Z a? =0 et les (ay)1<k<n sont deux a deux distincts et tous non nuls.
k=1

e Soient m nombres complexes 1, ..., x, deux & deux distincts et tous non nuls.

n n n
On suppose par 'absurde que toutes les sommes E Tk, E xi, ceey E xy, sont nulles. Posons :

k=1 k=1 k=1
X1 T2 oo I

2 2 2

xry X3 ... Ty

B = (z})1<ij<n =

n

n n
v 2y ... oz

On effectue l'opération suivante sur les colonnes de B : Cy < C; +C3 + ...+ (), i.e. on ajoute & la premiére
colonne de B toutes les autres colonnes. Cela ne modifie pas le déterminant de B.

n
g:zk To ... Tp
k=1

n 0 T2 Tn
det(B) = det | 11— = det . 1 =0
0 =% xy

33

n
k=1




Calculons det(B) en faisant apparaitre un déterminant de Vandermonde. Par multilinéarité du déterminant :

rT To ... Ip 1 1 ... 1
¥? @3 ... a? x1 X ... T n
det(B) =| . . Ll =zi29.. .2y . . . = ka Vi(zy,...zp).
: : : : e
n n n n—1 n n—1
oy oo al xy xh xh

n
Les xj sont tous non nuls, donc (H :z;k) #0.
k=1
Les zj sont deux & deux distincts, donc V(xy,...,2,) = H (xj —x;) #0.
1<i<j<n

Il vient 0 = det(B) = (H xk> V(z1,...2n) # 0, ce qui est absurde.
k=1

n n

n
Donc | 'une au moins des sommes E Ths E 3., E 2y est non nulle.
k=1 k=1 k=1




Exercice 2 (CNC 2019)

2.1. Sideux des a; sont égaux, A,, est nul car il s’agit d’un détermiant d’une matrice dont deux de ses lignes
sont égales.

n—1 n
2.2. Les deux polyndmes H (X —bi)e H (X + ax) sont scindés et sans aucune racine commune, donc ils
) k=1 k=1
sont premiers entre eux

2.3. Décomposition en éléments simples de R

H ~be)

2.3.1. La fraction rationnelle R = ; estirréductible dont les poles —ay, - - - , —a, qui sont deux
I (X +ar)
k=1
a deux distincts, donc ils sont simples
2.3.2. Onadeg(R) = —1 < 0. Par le théoreme de décomposition en éléments simples, il existe ay, - - - , oy,

tels que R = Z . Les poles sont simples, donc
k=

1

i
L

n

—

(—ar —b;) (ar + b;)

<.

<.
Il

-

= [(X +a’k) R}X:—a;C =

(a; — ax) (ax — a;)

=P
=]

(Y
Wl
Ee
(NN
Wl
E

2.4. Application au calcul de A,

2.4.1. Pouri € [1,n]; on pose L; la i-eme ligne de la matrice ( > et B, la matrice dont les
1<i,j<n

ai—&—bj



lignes Ly, -+ ,Ly_1 et Z a; L;. D'une part

i=1

det(B,) =

D’autre part

det(B,) =

1
a1+b1

1
Gp—1+b1
n
>
o ath
1
a1 + bl

R
Op—1+ b1
R(by)

1 1
ay + bn_1 a1+ by
1 1
Ap—1 + bnfl ap—1 + bn
n o n o
Zai‘i‘bnfl Zai—"bn
i=1 =1
1 1
a1+ bn—1 a1+ by
1 1
ap—1+ bn—l ap—1 + bn
R(bn-1) R(by)

det <L17 RN A Z%’Lz)
i=1

n
= Z a;det (Ly,--+ ,Ln_1,L;) det est n-linéaire
i=1

= apdet(Lq,---

= anAn

Par transitivité

anAn =

2.4.2. Comme by, - - -
suite,

anAn =

puis on développe le déterminant du second m

derniere ligne, on obtient

anAn - R(bn)

n—1
yLp—1,Ly) + Z a;det (Ly,-++ ,Ly—1,L;) det est alternée
i=1 ~
1 1 1
ay + by a1+ bn—1 a1 + by
1 1 1
Ap—1 + bl Ap—1 + bnfl Ap—1 + bn
R(by) R(bn-1) R(by)

,bp—1 sont les racines de R, alors pour tout ¢ € [1,n — 1], on a R(b;) = 0 et, par

1 1 1
ap + by a1 +bp—1 ay + by
1 1 1
ap-1+ bl Ap—1 + bn—l ap-1+ bn
0 0 R(by)

1
a1 + by

Gp—1+ b1

1
a1 +bp_1
1

Qp—1+bp_1

embre de 1'égalité précédente par rapport a la

= R(bn)An—l




2.4.3. e Calculde Ay.Ona:

1 1
Ay = a1-1i-b1 a1-1-b2

az +b;  az+ by
1 1
(a1 +b1)(az +b2) (a2 + b1)(ar + b2)
a1by + agby — arbs — asby
(a1 + b1)(az + bz)(az + b1) (a1 + b2)
(a2 —a1) (b — b1)
(a1 +b1)(ag + b2)(az + b1)(a1 + ba)

e On démontre I'égalité par récurrence sur n > 2
— Pour n = 2, I'inégalité est vérifiée
T (a5 —a) ;b))

- Soit n > 2, on suppose que A,, = KKJ@i_[ ( ) . On fait appel a l'inégalité
a; + bj

n

IT (s — 1)

R (anrl) k=1

trouvée a la question 2.4.2., alors A, y; = ———A,,. Or R (by41) = — et
Ant1 n
H (bnt1 + ax)
k=1
H (anJrl + bj)
j=1
Qi1 = — , alors
I (@ns1 —a))
j=1
IT Gosr =) [l@nni—a) I (@ —a) ;b))
A o= =1 % j=1 % 1<i<jsn
n+1 n H (ai + b])
[Ttun+a  Ilnaso o 20 0
k=1 Jj=1
I (e —a)®—b)
1<i<j<n+1

H (a; +b])

1<i,j<n+1

Ce qui acheve la récurrence



