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PROBLEME

Dans tout le probléme, « est un réel appartenant a l'intervalle ]0,1[. On pose :

1 -1 0 -1
l(a)zj X 4x et J(a)zj X ax.

o1+x 1 1+x

Partie | - Calcul d’une intégrale a I’aide d’une série

a-1

Q9. Démontrer que X — 1 est intégrable sur ]0,1] et sur [1,-0] .

+ X

Q10. Démontrer que J(a)=/(1-a).

On se propose maintenant d’écrire I(a) sous forme d’'une somme de série.

Q11. 1™ tentative
Pour tout x €]0,1 , on pose £, (x)=(-1)

" x"+a=1 Montrer que :

-1 + o0
X
14x Zf” (x).
n=0

La série de fonctions X.f, converge-t-elle uniformément sur ]0,1[ ?

vxelo 1,




Q12. 2¢ tentative
Pour tout x €]0,1, on pose :

k=

o

A r'aide du théoréme de convergence dominée, montrer que :

1
I(a)=lim J‘ S, (x)dx.

n—+o J g

En déduire une expression de l(a) sous forme d’une somme de série.

Q13. En déduire que :

On admet la formule suivante :

Vx eR, Cos(ax) =

Q14. Démontrer que :

+o0 Xa—1 P
dx =— .
J‘O 1+ x sin(ar)

Partie Il - Lien avec la fonction Gamma

Dans toute la suite, on pose :

+00
Vxeloef, T(x)= _[ pletdt
0
et
+00 ta_1 Lt
Vx e[0,+o], fa(x)z'.‘0 me dt.

Q15. Démontrer que T' est bien définie sur |0, +o] .

Q16. Démontrer que f, est bien définie et continue sur [O, +oo[.



Q17. Démontrer que f, est de classe C' sur ]0,+oo[ et calculer sa dérivée.
Q18. Déterminer lim £ (x).

X—>+00

—t
Q19. Démontrer que t'—)i_"‘ est intégrable sur ]0,+co . En déduire :

Partie Ill - Vers la formule des compléments

Q20. Pour tout x ]0,+c[ , démontrer que :

Q21. Pour tout x €]0,+[ , on pose :

400t

0, (x):f(a)exj ° .

X

I'()

X

Vérifier que g, est une solution particuliere de I'équation différentielle y —y' =

En déduire que Vx €]0,+[, f, (x)=g, (X).

Q22. En déduire que :

+0 1o—1 +oo -t
I r dt:r(a)j ° _dt.
ta

o f+1 0

Q23. Démontrer l'identité suivante (formule des compléments) :

T

F(a)F(1 - a) :Sin(aﬁ)'

Q24. En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss :

+00 2
I e t°dt.
0

FIN




Maths I CCinp 2023 - Un corrigé

PROBLEME

Partie I : Calcul d’une intégrale & I’aide d’une série

a—1

9. La fonctio P T
Q nction ¢ : x T

est continue et positive sur |0, 1] ainsi que sur [1, 00|

1 L
En 0, on a p(t) ~ et / dx est intégrable car 1 — a < 1, donc par théoréme des
2—0 xl—a xl—a

équivalents, la fonction ¢ est intégrable sur |0, 1].

1 1
En 400, on a ¢(t) ~ et /
0

z—+o0 2T
des équivalents, la fonction ¢ est intégrable sur [1, 4+00].

dx est intégrable car 2 — « > 1, donc par théoréme

IQ—a



Q10. On a successivement :

1 o
I(l—a):/ dz
o 1+

1
on effectue le changement de variable z = —

U

1

u® du

I(l_g):/ 111 (_W)

—+00 u
ua—l

+oo
:/ du
1 u+1

= J(«)

Q11. Pour z fixé dans |0, 1], f.(x) est le terme général d’une série géométrique et |f,(x)| < 1, la série
est donc convergente :

+oo +oo
On a donc Z fu(z) = 271 Zx" =
n=0 n=0

supposons que la série converge uniformément sur |0, 1[.

‘,L,ozfl
1+«

Comme limf,(x) = (—1)"
z—1
+00
Le théoréeme de la double limite entrainerait que Z(—l)" converge ce qui n’est pas le cas.
n=0
Donc la série ne converge pas uniformément sur |0, 1].

n a—1

Q12. Comme S,(z) = 2> ") (—z)f = ’ (1 — (—z)™th).
kZ:O 1+
a—1

On note ¢, : x — (1— (—2)").

1+x

e Vn € N, z — ¢,(z) est continue sur [0, 1].

o Vz €]0,1], pn(z) - ©(x) = 0 et ¢ est continue par morceau sur |0, 1[.
n—-+0oo

a—1 a—1

e Vn e N, Vz €]0,1], |gn(z)] < f x 2 et la fonction x — 2 est intégrable sur |0, 1]
T x

d’apreés la question 19.

Donc d’aprés le théoréme de convergence dominée,

1 1
nl_z}azoo i Sn(x) da::/o n@TooS”@) dr = I(«)

Comme | S, de = S (1) / aetetgr =y E

k=0 0 k=0

o0 k
—1
On en déduit en faisant tendre n vers 400 que I(«a) = Z (=1

kZOoH—k

xa—l

1+

+oo
Q13. Avec la relation de Chasles, on a immédiatement I(a) + J(«) = / dz.
0



par ailleurs :

Ia)+ J(a) =1(a) + I(1 — )

k:0a+k k:o_a+l+k
on effectue le changement d’indice dans la deuxiéme somme p = k + 1

1 “+o00 (_1)k “+o00 (_1)17—1
“atXar Tl ary

a - —a? +n?

1 — (-1"

I{0) +J(a) = — +2a ZQQ_RZ
n=1

Q14. En posant z = 0 dans ’expression que ’on admet, on obtient :

1_5in(7ra 1++f( 1y 2a
I o a? —n?

n=1

On en déduit donc avec le résultat de la question précédente que

+o00 ‘,L,ozfl T
/ Ao = —1—
o 14z sin(am)

Partie II - Lien avec la fonction Gamma

Q15. Soit x > 0, on note ¥, : t — t*"le?
1, est continue et positive sur |0, +oof

—x

1 1
(1) S e Avec 1 — z < 1 donc par équivalent avec une intégrale de Riemann, / W (t) dt
—
0

converge.
1
2, (t) — 0, donc ¥,(t) = o <—) et donc par comparaison avec une intégrale de Rie-
t——+o0 t—~4o00 12
+o00
mann convergente, 1, (t) dt converge.

1
Ainsi T est bien définie pour tout = €]0, +o0.

Q16. e Pour z =0, on retrouve f,(0) = d’aprés la question 14.

sin(am)

a—1

t+1

e Pour x >0, pu:t— e~ " est continue et positive sur |0, +00[

fu(t)

1
% e et on prouve comme a la question 9 que / w(t) dt converge.
o Ao

0

4



1
2 _ : o
t*u(t) e 0, donc pu(t) Lo 0 (t2> et donc par comparaison avec une intégrale de

+00
Riemann convergente, / w(t) dt converge.
1
Ainsi f, est bien définie sur [0, +o00.

Démontrons maintenant que f, est continue sur [0, +o0.
a—1

t+1

—xt

On note A la fonction définie sur [0, +o00[x]0, +oo[ par A : (z,t) —

(&

e Pour tout t €]0, +00|, x — A(x,t) est continue sur [0, +o0]

e Pour tout x € [0, +00[, t — A(x,t) est continue par morceau (car continue) sur ]0, +o00[

a—1 a—1

et t —
+1 t+1

t
e Pour tout (z,t) € [0,+00[x]0,+o0], [A(z,t)| < ; est intégrable sur

10, +o00[ d’aprés la question 9.

Donc, par théoréme de continuité des intégrales a parameétres, la fonction f, est continue sur
[0, +o0].

Q17. Soit a et b réels tels que 0 < a < b, on conserve la notation de A de la question précédente que
'on définit cette fois sur [a, b]x]0, +00|

o Vx € [a,b], t — A(z,t) est intégrable sur |0, +oo| d’aprés la question 16 (comme elle est
positive, le fait que lintégrale soit définie équivaut au fait que la fonction soit intégrable).

o Vt €]0,+o0], x — Az, t) est de classe C' sur [a, ]
of t
7.0 = 1T

tOé (0%
o V(x,t) € [a,b]x]0, +o0], ‘%(w,t}‘ < | +te_“t et t — o1

o Vx € [a,b], t — e ™ est continue sur ]0, +oo|

e est continue sur [0, +o0|

1
et c’est un o (—), donc elle est intégrable sur [0, +o0]
t——+oo \ t2

On peut donc conclure par théoréme de dérivation que f, est de classe C' sur [a, b].
Ceci étant pour tout a et b de 0, +ool, on en conclut que f, est de classe C! sur ]0, +o0],
+o00 «
t
et fl(z)= e "t dt
o= [

Q18. On applique cette fois-ci le théoréme de convergence dominée généralisée
a—1

+1
o Vx>0, t+— A\(t) est continue sur |0, 00|

Soit > 0, on note A, : t — ; e~ " définie sur |0, +o00|

o Vt €]0,+00], \;(t) = A(t) =0 et ¢t — 0 est continue par morceau sur |0, +00|
T—+00
ta—l ta_l

et t —
t+1 t+1

o V(z,1) € (0, +00[)?, [Au(t)] <

précédente)

est intégrable sur ]0, +00] (vu question

Donc par théoréme de convergence dominée généralisée :

“+oo
dim gute)= [ tim )i =o

5



—t
e
Q19. La fonction t — s est continue et positive sur |0, 400,

et 1 Lt
— ~ — et a < 1 donc par équivalent / — dt converge.
t® t—0 t™ 0 to

—t —t
et th— — 0, donc S 0 (i) et donc par comparaison avec une intégrale de Riemann
t——400 1 t—+oco 12
+o0 e—t
convergente, / e dt converge.
1 -
On montre ainsi que ¢ — o est intégrable sur |0, +oo

+o0 e—t T e—t 400 e—t
On a donc, pour tout x > 0, / —dt:/ —dt+/ —dt
te A te
0 0 T
L’intégrale étant convergente, on en déduit que
+o0 e—t
lim — dt =0

T—4o00 [ te

Partie III - Vers la formule des compléments
Q20. Avec les calculs précédents et la linéarité de I'intégrale on a :

+o0 toe—l 4o +00
a —f = 27 pat dt = / toc—l —xt dt
)= faw) = [ e [ e

on effectue le changement de variable u = xt

falz) = folx) = /0 T e‘“l du = L)

xafl T T

+oo —t
€
Q21. Calcul préliminaire, on note g : x / o dt

On a ¢ qui est définie d’aprés la question 19 et de classe C! d’aprés le théoréme fondamental

—X

; e
de I'analyse et ¢'(z) = — o
ga est donc de classe C' comme produit de fonctions de classe C*.

et on a

9a(z) = T(a)e” /:OO et—;t dt + T(a)e” (_e‘m)

ajOl
()
= o xT) —

9o () o
. ) o ., . e , Do)
Ainsi g, est une solution particuliére de I’équation différentielle y — ' = .

xa
. ) . e ) , Do)
Considérons I’équation différentielle : y — 1y = —— pour = > 0
xa

[’équation sans second membre associée est y' —y = 0 dont les solutions sont y(z) = ke® ou
k est un réel.



Comme g, est une solution particuliére de ’équation les solutions de ’équation compléte sont
y(x) = ke* + go(x) avec k € R.

fo étant solution de cette équation, on en déduit qu’il existe un réel k tel que pour tout x > 0,
fa(x) =ke® + go(x).

Il reste & déterminer la valeur de k.

+oo e—t

On a de I’équation précédente I'égalité e=* f,(x) = k + F(a)/ gre dt
En utilisant les résultats des questions 18 et 19, on obtient en faisant tendre x vers 4+o00 que

k=0.
On conclut ainsi que Vx €]0, +00[,  fo(2) = ga(z).
Q22. En posant x = 0 dans I’égalité précédente, on aurait I’égalité souhaitée, mais I’égalité ne vaut
que pour x > 0.
On sait d’aprés la question 16 que f, est continue sur [0, +00|
On a donc :

fa(0) = lim fo(x) (par continuité de f, en x =0)

z—0t

= lz'n%ga(x) (car f, = go pour z > 0)
z—

+0c0 eft
=T(«) —dt
tOé
0

+o0 ta—1
D’autres part, comme f,(0) = / T 1 dt, on obtient I’égalité demandée.
0
Q23. On sait d’apres la question 14 que f,(0) = — T
sin(ar)

avec ’égalité de la question précédente, on a donc

=I'(a) /0+OO t e tdt =T(a)I(1 — )

™

sin(ar)

Q24. On pose u = t? dans I'intégrale, on obtient

oo oo d 1. /(1
/ e dt = / e_“—u =-T (—)
0 0 2vu 2 \2
. . . 1 1 1 s
Par ailleurs, avec la question précédente et a = 5, onal'| - | xT'| - ) = —75—
sin

2 2 (%ﬂ')

1 1
On en déduit que T’ (5) = /7 (car T (5) > (0 comme intégrale d’une fonction positive)

+oo
/ e dt = ﬁ
0

2
FIN

=T

Et donc









siuinoy syuawnoop saide,q - GZLLEZ — AT NOILY HIMHWNINdINI




