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Feuille d'Exercices : Réduction

Endomor phismes cycliques

Dans toute la suite, E un IK-ev de dimension finie égale a n supérieur ou égale a 2.

Exo

Exo

Matrice Compagnon

Pour P= X"+ a, 1 X" ' + ...+ a1 X + ao polynome unitaire, on définit la matrice compagne de P :

0 —ag

C(P) = A S
‘ 0 —0np—2

1 —An-1

Montrer que Xep) = X™ + an 1 X" '+ +a1X +ao

Endomorphisme cyclique et matrice compagnon.
1. Rappeler la définition d’endomorphisme cyclique
2. Montrer que tout endomorphisme nilpotent, d’indice de nilpotence égale a n, est cyclique.

3. Montrer que tout endomorphisme de E qui admet exactement n valeurs propres est cyclique.
4. Soit u un endomorphisme cyclique

a) Montrer qulelle existe une base B de E tel que la matrice de u dans B est une matrice compagnon

b) Montrer que (idg, u, ..., u™") est libre.
d) En déduire que le degré son polyndme minimal est supérieur ou égal, puis est égal a n

d) En déduire que son polynéme minimal vérifie m, (X)=A, (X).

Exo
3

Commutant dfun endomorphisme cyclique

On appelle commutant de flensemble C(f) ={g € L(E) | fog=gof}.
1.

Montrer que C(f) est une sous-algebre de £(E).

On suppose que f est cyclique et on choisit un vecteur z, dans E tel que (z,, f(x), ..., f" ' (z,)) est une base
de E.

Soit g € C(f), un endomorphisme qui commute avec f.

a

n—1
Justifier I'existence de Ay, Aj, ..., A,_; de K tels que  g(x,) = Z Mo fE ().
k=0

Si @ € K[X] avec Q(X) = ag+ a; X + -+ a,, X, Q(f) désigne 'endomorphisme ayIdg + a, f + - + a,, f™. On
note K[f] la sous-algeébre commutative de £(F) constituée des endomorphismes Q(f) quand @ décrit K[X].

b

C

d

Montrer alors que g € K[f].
Etablir que g € C(f) si et seulement s’il existe un polynome R € K, ,[X] tel que g = R(f).

Montrer que (Id, f, f2,..., f*~!) est libre

En déduire que C(f) = K[f] et que leur dimension est eégale & n
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1

ne démonstration du théoréme de Cayley amilton

Soit  un vecteur non nul de E. Montrer qu’il existe un entier p strictement positif tel que la famille

(z, f(2), f2(x), ..., fF~(x)) soit libre et qu'il existe (ag, oy, ..., a, ;) € K tel que:
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Q1:
a

b

Q2.

a

b

ap + oy f(w) + 4y f17H(z) + 1 (2) = 0.
Justifier que Vect(z, f(z), f*(x), ..., fP~1(x)) est stable par f.
Montrer que : X? + aplep_l + -+ + @ divise le polynome x .

Démontrer que y f( f) est endomorphisme nul.

Diagonalisation dfune matrice compagnon

Soit M € M, (K).
Montrer que M et M T ont méme spectre.

Montrer que M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.

Soit (ag, ay, .-y a, 1) € K" et Q(X) = X"+a, ;X" '+ -+ a,. On considére la matrice

0 o 0 o 0 —a

1 0 « «— 0 —q

0 1 - Po—ag
OQ i : :

: . ]. 0 —an72

0 « = 0 1 —a,,

Soit A une valeur propre de Cg . Déterminer la dimension et une base du sous-espace propre associé.

Soit f un endomorphisme cyclique. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si x ; est scindé

sur K et a toutes ses racines simples.
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Etude de la réciproque

. Pour u € L(E) et P € k[X]

on notera parfois simplement Pu au lieu de P(u). On considére le morphisme d’algébres

¢: k[X] — L(E)
P — Pu

Etant donné en plus un = € F on peut considérer le morphisme de k-espaces vectoriels

0. k[X] — F
P — Pu(x)

On note p resp. p, le générateur unitaire du noyau de ¢, resp. ¢,. On note k[u] resp. E,
I'image de ¢, resp. de ¢,

1) Montrer que pour tout « € E, on a fi |
2) Soit pp = P ... P la décomposition en facteurs irréductibles, et E; = ker(Pu).

1

i) Justifier l'existence de ; € E; tel que P* 'u(z) # 0

ii) Montrer alors que fz; = Bi*
iii) On pose @ = @1 + - -+ + @, , MoNtrer alors que fla = /-

3) En déduire que les assertions suivantes sont équivalents

(1) u est cyclique.

(2) p=x
(3) Pensemble des endomorphismes qui commutent avec u est égal a
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