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DS : Réduction (4h)

Probleme 1:
Partiel: Généralités

Dans cette partie K= C. Soit f un élément de £(E) vérifiant (idg, f,..., f"~') est libre.
p

On consideére xf(X) = [] (X — A)™" le polyndme caractéristique xs de f, ot Aj,--., A, sont les valeurs propres
=1

distinctes de f de multiplicités respectives my,...,m,.

Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on pose Fj, = Ker ((f — A\xidg)™")

1. Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, le sous-espace vectoriel F}, est stable par f.

2. Montrer que K = F1 @ ... D [},

3. Pour tout entier k tel que 1 < k < p, on considere I’endomorphisme ¢, de F}, tel que, pour tout = € Fy,
or(z) = f(z) — A
a) Montrer que pour tout entier k tel que 1 < k < p, ¢ est un endomorphisme nilpotent de Fj.
b) Déterminer, pour tout entier k tel que 1 < k < p, la dimension de Fy.
c) Montrer que, pour tout entier k tel que 1 < k < p, I'indice de nilpotence de ¢y, est my.
4. Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs, tel que chaque bloc
A 0 ... ..o 0
1
est une matrice de M,,, (C) de la forme A = 0
0
0 0 1 X

Partie 2 : Notion de Cycles

Dans cette partie, on prend K = C. On dit qu'un endomorphisme f de F est cyclique d’ordre un entier naturel non
nul p s’il existe xg de E vérifiant les conditions :

o fP(xg) = xo.

e (20, f (%0),..., /77" (20)) est une famille génératrice de E dont les éléments sont distincts deux a deux.

On dit alors que la famille (xo, f(zo)..., P71t (xo)) est un p— cycle de f.
1. Soit (zo, f (z0),...-, fP~! (z0)) un p— cycle de f.

a) Montrer que fP =idg.

b) Montrer que 'ensemble F,, = {k € N* | (zq, f (o) ,..., ¥ (z0)) est une famille libre} admet un maximum
noté ~.
c) i) Montrer que pour tout entier k tel que k >, f* (zg) € Vect (xo, fzo), ..., fr 1 (xo)).

ii) Montrer que v = n.

iii) Déterminer le nombre des valeurs propres distinctes de f.
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2.

Soit By, = (w0, f (z0) . ..... , /" (20)) un n-cycle de f.

a) Justifier que B, est une base de F.

b) Déterminer la matrice G de 'endomorphisme f dans la base By, .
ok

. w2k
¢) On pose w = e et pour tout k € Z, U, = ) ,0u w désigne le conjugué de w.

w—nk
Pour tout entier k tel que 1 < k < n, vérifier que Uy est un vecteur propre de G associé a une valeur propre

«y, & déterminer.

3. Soit M = (muyy),cp <, de My (C), telle que my; = @w™. Onnote M = (M ky)icp cp, O Mgy est le

conjugué de my ;.

a) Calculer M M .
b) En déduire que M € GL,(C) et calculer M1

by bp—1 ... be b1

by by

4. Soit (bo,bl,...,bnfl) eClet H= .
bn72 bnfl

bn,1 bn72 e bl bO

a) Montrer que H est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres de H et une base de C™ formée de vecteurs propres de H.

Exercicel:
-4 2 =2
Q1. Justifier que la matrice A= | -6 4 —6] est diagonalisable et déterminer une matrice P telle que
-1 1 =3

P~1AP soit diagonale.
Q2. Application : On considere trois suites réelles (un), e, (Un)pens €6 (Wn), ey telles que :

Upt1 = —4Uy + 20, — 2w,
Upt1 = —buy, + 4v, — 6w, pour tout n € IN.

Wpt1 = —Up + U — JWy

U’n G{n
Pour tout n € IN, on pose X, = [ v, | et ¥, =P7'X,= |8,
Wn, Tn

Pour tout n € N, exprimer Y;, en fonction de ay, 5p,70 €t n.
A quelle condition sur (ug, vy, wp) les suites (Un) pens (V) pens €t (W), ¢ convergent-elles simultanément ?

Expliciter alors ces suites.
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Probleme 2 ;

Dans ce probléme, E est un C-espace vectoriel de dimension finie.

Q6.

Q7.

Q8.

Qo.

Un exemple

Vérifier que la matrice A = ( 3 2 > est diagonalisable.

2 3

1 — 1
Démontrer que les matrices II; = 5 _11 11 ) et Il, = 5 ( 1 1 ) sont des matrices

de projecteurs puis calculer II; + 5II,, ITy + Ily et II;115.

On rappelle le lemme de décomposition des noyaux :
si Py, Ps,...,P. sont des éléments de C[X] deux & deux premiers entre eux de produit
égal a T', si u est un endomorphisme de £, alors :

Ker[T'(u)] = Ker(Py(u)) & Ker(Pa(u)) @ ... & Ker(P,(u)).

L’objet de cette question est de démontrer le cas particulier r = 2.

Soit u un endomorphisme de E et soient P et () deux polynémes premiers entre eux.
Justifier que Ker(P(u)) C Ker[(PQ)(u)] (de méme, on a : Ker(Q(u)) C Ker[(PQ)(u)]).

Démontrer que : Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) ® Ker(Q(u)).

Dans la suite du probléme, on pourra utiliser librement le lemme de décomposition des
noyaux.

Soit © un endomorphisme de E et soit 7, son polynéme minimal.
On suppose que 7, = Plk1 PQkQ ol les polynomes P; et P, sont premiers entre eux. On pose,

pour tout entier i € {1,2}, Q; =

Justifier qu'il existe deux polynomes R; et Ry de C[X] tels que R1Q1 + RaQy = 1.

Pour la suite de cette partie, on notera m, = Pf* P52 ... Pkm la décomposition en facteurs
premiers du polynéme minimal et on admettra que, si pour tout entier i € {1,2,...,m},

Q; = %, il existe des polynomes de C[X] tels que R1Q1 + ReQ2+ ... + RpQm = 1.
On pose alors, pour tout entier i € {1,2,...,m}, p; = Ri(u) o Q;(u).

Démontrer que, pour tout couple (7, j) d’entiers distincts de {1,2,...,m}, on a les trois
résultats suivants :

piop; =0,

=1

et chaque p; est un projecteur de FE.
Les p; seront appelés projecteurs associés a u.
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Q10. Soit u un endomorphisme de F et soit x, son polyndéme caractéristique :

m

Xu = H(X - )‘i>ai

=1

(avec les \; deux a deux distincts et les a; des entiers naturels non nuls) et, pour tout en-
tier ¢ € {1,2,...,m}, N; = Ker(u — \jidg)® le sous-espace propre caractéristique associé
Justifier que E =Ny & No® ... B N,,.

Q11. Démontrer que £ =Im p; ®Im po & ... d Im p,,.

Q12. Démontrer que, pour tout entier ¢ € {1,2,...,m}, N; = Im p;.

Exercice2:

Soientn € N* et A € M,(R) tel que AT = 342~ A —1, ol AT désigne la matrice transposée de la matrice A.
1. Démontrer que la matrice B = 343 — A% — A est symétrique réelle.

2. Montrer que les valeurs propres de B sont réelles, positives ou nulles.

On pourra étudier le signe de Y™ BY pour un vecteur Y de R".

Montrer que 'ona: A =3(AT)> —AT —I,.

En déduire que le polyndme P(X) = (3X? — X — 1)?> — X? est annulateur de la matrice A.
Déterminer un polyndme unitaire annulateur de A™.

Factoriser P en un produit de polyndmes irréductibles dans R[X].

La matrice A est-elle inversible ?

Etablir que la matrice A est diagonalisable et préciser ses valeurs propres possibles.

o AR

Soit A une valeur propre de A et V un vecteur propre associé.

Montrer que V est aussi vecteur propre de AT.

10. On note a; = 1, @y, @3, a4 les racines du polynome P.
On appelle £ = (L1, Ly, L3, L4) la famille des polyndmes de Lagrange associés a cette famille de scalaires,
c’est-a-dire les polyndmes (L;)c1 4] de R3[X], espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal
a 3 a coeflicients réels, tels que :

0 sij=i

Y(i, j) € ﬂ1,4]]2, Li(aj) =6;; oud;;= { | sinon (symbole de Kronecker).

10.1. Déterminer L; sous forme d’un produit de polyndmes irréductibles de R[X].
10.2. Vérifier que L est une base de R3[X].
10.3. Soit R € R3[X]. Déterminer les coordonnées du polyndme R dans la base L.
11. Etude des puissances de A.
11.1. Soit k € N*.
11.1.1. Exprimer le reste de la division euclidienne de X* par le polyndme P dans la base L.
11.1.2. En déduire une expression de A,
11.2. Démontrer que la suite (A%);en+ converge vers une matrice de projection.
Exprimer cette matrice a I’aide de la matrice A et des (L;);c[1 4]-
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Corrigé

Probleme1: CNC 2024
Partiel: Généralités
1. Soit 1 <k < p, on sait que fo (f — )™ = (f — A\p)™ o f donc Ker ((f — A\pidg)™") est stable par f .

2. Les p polynomes (A — X)™* sont deux & deux premiers entre eux, on déduit par le théoréme de décomposition des

noyaux, que

P
Ker [ (A\eidg — f)™ = Ker (Aiidg — f)™ ) & -+ & Ker (\pidg — f)™ )
k=1
p
et d’apres le théoreme de Cayley Hamilton on a Ker [] (A\sidg — )™ = Ker(xs(f)) =F .
k=1

Ainsiona‘E:FlEB...ean‘.

3. Pour tout entier k£ € [0, p], posons ¢ = fip, — Akidp, € L(F}) , on a pour tout x € F, pp(x) = f(x) — Az

a) Soit k € [0,p], pour tout = dans Fj, on a ¢ (z) = (f — A\gidg)™ (z) = 0 donc ¢ = 0 et ¢ est un
endomorphisme nilpotent de Fj, .
b) Remarquons que ¢ = fip, — Aridp, et (X — Xp)™* est un polyndéme annulateur de fp, donc
Sp(fir,) = {\&} on en déduit que Xfin, (X)=(X - /\k)dimF"' :
F}; est un sous espace stable par f donc xy, . Ixf , ce qui donne dim Fy, < mg,.
Le degré du polynéme caractéristique x s est égale a my + mo + - - -+ my = n et on a aussi

dim F; + dim F» + ... + dim F}, = n, si on suppose qu’il existe ¢ € [1,p] tel que dim F; < m; alors

dim Fy + ...+ dim F, < mq +--- +m, ce qui est absurde , ainsi pour tout k dans [1,p] on a .

c) Montrons que gozn’“_l # 0 . Supposons par 'absurde que que gpzn’“_l = 0 et considérons le polyndéme
P
S me _ X7(X)
X)=(X =)™ (X =x)™ =
Q) = (X xm [T -2 = S50
ik
On a
P
Q(f) = (f = Midp)™ o [ TT(f = Niidg)™
iZk

Les polynémes d’un méme endomorphisme commutent , donc pour tout x € Fj, on a
P
. ; —1
Q) () = | [ [T(f = Nid)™ | | (¢f*"(@)) =0
et pour tout z € Fj; avec j # k on a

Q@) = [(f = Midg)™ o | T (f =Nidg)™ || (¥ (z) ) =0
ik i)
Comme E = F; @ --- & Fp, on a alors pour tout x € E il existe (z1,...,2p) € F1 X --- x F}, tels que
T =121+ ...+, donc Q(f)(x) = Q(f)(x1) + ... + Q(f)(zp) = 0.
Ainsi Q(f) =0 avec Q de degré n — 1, Q(f) est donc une combinaison linéaire non nulle de (idg, f,---, f*~ 1)
mp—1

ce qui est contraire & I'hypoteése stipulant que (idg, f,- -+, f* ') est une partie libre. Donc ¢} 0.

On en déduit que pour tout entier k dans [1,p]], 'indice de nilpotence de ¢y, est my.



4. Pour tout entier k dans [1,p] ,pr € L(F}) est nilpotente d’ordre my = dim Fy, , d’apres la partie 2 la matrice de

@1, dans une base B., de Fj est de la forme

Matp,, (¢x)

=1 0

o ... 0 1

€ M, (C)

comme f|p, = pr — Akidg, alors sa matrice dans la base B, est de la forme

e 0 ... ... 0
1

Av=1| o
: 0
0 ... 0 1 X\

Soit B = B, UBe, U...UB,, la base de E adaptée a la somme directe E' = F} @ --- @© F}, , la matrice de f dans B
est diagonale par blocs de la forme Matg(f) = diag( A1, A, ... Ap) .

Partie 4: Cycles

1. Soit (zo, f (z0),. ..., [P~ (x0)) un p— cycle de f.

a) Pour tout entier k dans [1,p — 1] on a fP(f*(zo)) = f*(fP(x0)) = f*(x0) , comme (o, f (o), ..., P~ (x0))

est une famille génératrice de E alors fP(xz) = x pour tout « € E , ainsi .

b) F est de dimension n, par conséquent, une partie libre de F a au plus n éléments. De plus zg # 0 donc 1 € F,.

Ainsi Fy,, est une partie non vide et majorée de N donc elle admet un maximum noté .

c) i) Montrons par récurrence que Vk >~y  f*(zg) € Vect(zo, f(x0),- -+, £~ (x0)).
o v+1¢ F,, donc (zo, f(z0), -+, f7 xo), f¥(z0)) est liée, comme (g, f(z0),- -+, 7 (xg)) est libre alors
[ (o) € Vect(wo, f(z0), -+, f7(20)) -
o Supposons que f*(zg) € Vect(wo, f(o), -, [~ (x0)), alors f¥+!(wg) € Vect(f(zo), f2(wo), -, f7(20))
et comme f7(xg) € Vect(zo, f(20), -+, f7 " (wo)) on a bien f**1(zg) € Vect(xo, f(xo), -+, f7"(x0)).

Finalement pour tout entier k >~ ,

¥ (w0) € Vect (o, f (z0) , - .-

1 (o)) |

ii) (Jco, fzg),..., Pt (xo)) est une famille génératrice de E et Vk > v, f* (x¢) € Vect (aco, f(zo), ..., fr 1 (xo)),

donc

E= VeCt(an f(xO)v T vfpil(xo)) = VeCt(an f(xO)a T 7f771($0))

comme (zo, f(z0), -+, f771(x0)) est libre alors c’est une base de E et dim E = n = 7.

iii) D’apres la question a) fP = idg avec p =n = , donc X™ — 1 est un polynéme annulateur de f , par suite

le polyndéme minimal 7y divise X™ —

1.

Posons 7¢(X) = X9 tag 1 X+ 4agavec d < n, on a alors f4(zg) +ag_1 ¥ (x0) + ... +aore = 0 donc
la famille (zg, f(z0), -+ , f%(w0)) est liée, par suite d + 1 ¢ F,, et forcement d +1 > n , ainsid =n .

On sait que les valeurs propre de f sont exactement les racines de 7y , donc Sp(f) = {62””, ke [1, n]]} et f

admet n valeurs propres distinctes .



a) Soit By, = (mo, fzo) . ... Lt (mo)) un n-cycle de f , ce qui signifie BB,, est une famille génératrice de E de

cardinal n = dim E donc elle constitue une base de FE.

b) On a f(f%~1(z0)) :{ flxo)sil<j<n-—2

o , ce qui donne
g sij=n-—1

G = MCLthO (f) = 0

c) Soit k € [1,n] . On a GU;, = ) = w*U}, . Donc Uy, est un vecteur propre de G associé & la valeur

propre ok,

ke

2. Soit M = (Mg ), < y<,, de My(C), telle que my, = @"*. On note M = ( T k,0)1<p gy O T g est le conjugué

de m.e-

a) Posons M M = (ak) < y<,,- Pour tout (k,€) € [1,n]? on a
n
ake = ka,jWM
j=1

n
= E oIt
j=1

j=1
Sif =k al =netsil#kal S el Cll R = ()R =1
il=kFkalors agy=mnetsil#kalors ap,=w ok = (car(w ) = (w™) =1).
On conclus que .
11—
b) Ainsi M € GL,(C) et | M~ = -M
n
bo  bp1 ... by b
b by
3. Soit (bo,bl, . -7bn—1) eChet H=
bn72 bnfl
bn—l bn—Q bl bO
a) Remarquons que G* = Matp, (f?) et
0 O 1 0
0 1
Matg, (f*)=| 1




de méme pour tout k € [3,n — 1]

0 0 1 0\ « 1
0 1 — k
G" = Matg, (f*) = _
1 0
0 ... 1 0O ... 0 <~ n

Nous avons alors H = bygly + b1G + ... + b,,_1G" 1.

Comme G admet n valeurs propres distinctes alors elle est diagonalisable, elle s’écrit de la forme H = PDP~!
avec D matrice diagonale et P matrice inversible, par suite G¥ = PD*P~! pour tout k € [1,n] , ainsi H est
semblable & la matrice diagonale : boly + b1 D + ... + b,,_1 D™ . H est donc diagonalisable .

b) D’apres la question 1) on a D = diag(@w ,w 2,...,w ") , si on pose Q(X) = by + b1 X + ... + b, _1 X" talors H est

semblable & la matrice Q(D) = diag (Q (@),Q ((72) e @ (LT")) , ce qui donne Sp(H) = {Q (@),Q ((72) e @ ((.7”)}
et on a (U, ..., U,) est une base de C" formée de vecteurs propres de H.



Exercicel: CCINP 2024

Q1.

Q2.

On peut commencer par le calcul du polynéme caractéristique de A :

X +4 -2 2 g1<—g1+g2 X+2 -2 0
aX)=| 6 X-4 6 |2 IXx12 X-4 X+42
1 -1 X+3 0 -1 X+2
e O 1 -2 0
TETIX 421 X -4 1] =(X 422X -1)
0 -1 1
On constate que le polyndéme caractéristique de A est scindé dans R[X], I'ensemble des valeurs propres de
-2 2 =2
Aest {—2,1}; la matrice A+2I3=|—-6 6 —6| estderang égal a1, donc d’apreés le théoreme du
-1 1 -1

rang le sous-espace propre associé a la valeur propre double —2 est de dimension égale a 2; ’autre valeur
propre, 1, est simple. On peut donc conclure que A est diagonalisable dans M3 (R).

On calcule pour A € {—2,1} le sous-espace propre Sep,(A) associé a la valeur propre A, et on exprime
chacun comme sous-espace vectoriel engendré par une famille libre :

1 0 2
Sep_,(A4) = Vect 1], |1 ; Sep;(A) = Vect | | 6
0 1 1
1 0 2
La matrice |[P=(1 1 6 est inversible et ses colonnes forment une base de M3 1(R) constituée de
011

vecteurs propres de la matrice A, donc P~'AP = D ou D = Diag(—2,—-2,1).
D’apres la relation de récurrence de I’énoncé, la suite matricielle (Xy,), o vérifie la relation de récurrence

VneN X, =AX, donc  VneN Y, =P 'AX,)= (P 'AP)(P'X,) = DY,

(=2)"ao
donc |VnelN Y, =D"Yy,= | (-2)"Bo
Yo

Les suites (un), s (Vn)pen €6 (Wn), e sont les suites coordonnées de la suite vectorielle (X,),, oy dans la
base canonique de M3 1(R), elles convergent simultanément si et seulement si la suite (X,,), o converge
dans l’espace vectoriel de dimension finie M3 ;(IR) muni de sa topologie naturelle.

De méme, les suites (an),cns (Bn)pen €6 (Yn),en convergent simultanément si et seulement si la suite
(Yo),,cn est convergente; on vient d’établir que la suite (7,),cy est constante donc convergente, et que
les suites (), e €t (Bn), e Sont géométriques de raison —2, de valeur absolue strictement plus grande
que 1, donc ces deux suites convergent si et seulement si g = Sy = 0.

Les endomorphismes de M3 1(RR) canoniquement associés aux matrices P et P~1 sont des applications
continues pour la topologie naturelle de l'espace de dimension finie M3 1 (R), réciproques 'une de l'autre,
et pour tout n € IN on a X,, = PY,, et Y,, = P~1X,, ; par conséquent, les suites (Xn)pen €t (Yn), e sont
de méme nature.

On conclut que les suites (un), e, (Vn)pen €6 (Wn),cn convergent simultanément si et seulement si

0 Ug 0 2
FyeR Yp=|0 ou, de maniere équivalente, Iy eR [vg | =P |0] =~1[6
¥ Wo g 1

et dans ce cas la suite (Y3,), i est constante, donc la suite (Xy,), oy = (PY5), o €st constante aussi :

Les suites (uy,) (Un)pen €t (wn),cn convergent simultanément si et seulement si elles sont

nelN’
(%) 2
constantes et | vg | € Vect 6 (sous-espace propre de A associé a la valeur propre 1).

wo 1




Probléme 2 : CCINP 2023

6. a=( ;

9 3 ) est symétrique réelle, donc diagonalisable.

II, Tl =0; II;+5II,=A4; II;+II,=1,
M =1,; I5=1L.

1/59+1 57-1
. . q_ ., = —
Remarque: VqeN; A7 =11, + 5911, 2| 59-1 5941

w Q(u) o P(w) =(PQ)(u), Soit x € E:
xeKerP(u) — P(u)(x)=0
= Q) o P(u)(u) =0
= (PQ)(W)(x) =0
— x € ker(PQ) (u).
Donc ker P(u) c ker(PQ)(u) De méme Ker Q(u) < ker(PQ) (u).
Donc Ker P(u) + ker Q(u) c ker(PQ)(u).

PAQ=1=3U,VeCX|/U-P+V-Q=1

alors|Vx € E, x = U(u) o P(t)(x) + V(1) 0 Q(u) (x) = y + 2|
Si x € Ker(PQ)(u) alors y € Ker Q(u) et z € Ker P(u) donc  Ker(PQ)(u) < Ker P(u)+Ker Q(u).
Par conséquent Ker(PQ)(u) = Ker P(u) + Ker Q(u).
de plus si x € Ker P(u) N Ker Q(u), alors x = 0 d’apres 1'égalité encadré précédente :
donc Ker(PQ)(u) = Ker P(u) ¢ Ker Q(u)
8°. I, =PI P},Q, = PX2: Q= P
PiAP,=1= PP AP} =1
Donc Q1 AQ2=1
dR;, R, e C[X]/R1Q1 + R2Q2 = 1.




9° pi = Ri(u) o Q; (u) supposons que: i # j, alors

10°.

11°.

12°.

piopj = (RiRj)(u) o (Q;-Qj)(u)
or (QiQj)=— —F =

et

pour j fixé:

donc pj est 1 projecteur :

les A; sont # 2 a 2, alors les polyndmes (X — A;)* sont premiers entre eux 2 a 2, par applica-
tion du lemme des noyaux et de cayley-Hamilton.

@D Ni= @ Ker(u-A;idp)*

1<i<m 1<i<m
m
=Ker [ [ (u—2;idp)™
i=1
= Ker X, (u)
=Ker0
=FE

m m
Soit x € E d’apres Q9; x = Z pi(x) donc E c Z Imp;, alors 'égalité, et si  y; € Im(p;) =
i=1 i=1

ker(p —idg /Z.Vt 0 alors y; = p; (J’z)
i=1

Soit j fixé, alors 0 = Z pjopi(yi)=pj(y;j)=y;
i=1

m
Donc E = @@ Im(p;).
i=1
Pour i fixé et y; € Im(p;) donc y; = p; (y,) alors y; = (Q; R;) (u), par conséquent

(u—Aiid)* (yi) = (P;" QiR;) (w)
= (Tu- Ri) (u)
=7y (u) o R;(u)
Donc y; € Ker (u—A;A)% = Nj. =0
Donc

Im(p;) < N;
Sidi Im(p;) & Nj, alors E = @ Im(p;) & @ N; = E, absurde

1<ism 1<ism

donc Vi€ {l1,...,m} Imp;=N;j



Exercice 2 : e3a 2024

1. Ona
B=(BA’-A-I)A=A"A

donc BT = (ATA)" = ATA = B de sorte que

[ B est symétrique réelle. ]

2. La matrice B est symétrique réelle et, pour tout Y € R”, on a
YTBY = YTATAY = (AY)TAY = |AY|}3 > 0

donc la matrice A est symétrique positive. Par caractérisation spectrale des matrices positives, on a :

[ Sp(B) C R,. ]

3. On a, pour tout k € N, (Ak)T = (A7) donc, en transposant I’identité AT = 3A2 — A —I,, il vient :

[ A=3ATY-AT -1, ]

4. En remplacant AT par 342 — A — I, dans I’identité précédente, il vient :
A =27A% - 18A% - 1847 + 7A + 31,

donc 27X* — 18X3 — 18X2 + 6X + 3 annule A et, en divisant par 3, 9X* — 6X3 — 6X% +2X + 1 annule A.
On vérifie alors par simplement développement que ce dernier polyndme est égal 2 (3X2 — X — 1)? — X2

Ainsi,

P(X) = (3X?> - X — 1) — X? annule A.

5. Si P annule A, alors P annule AT. Puisque son coefficient dominant est égal 29, on a :

1 .
§P est un polyndme annulateur unitaire de A".

6. En reconnaissant une identité remarquable, on a :
P(X) = (3X*-2X - 1D3X*-1)

donc

P(X):9(X—1)(X+%)(X—?)(X+ ?]
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7. Puisque P annule A, les valeurs propres de A sont parmi les racines de P. Ainsi

1 V3 V3
Sp(A) (- {1,—5,—T, T}

En particulier, 0 n’est pas valeur propre de A donc :

[ A € GL,(R). ]

8. P estun polyndome annulateur de A scindé a racines simples donc

[ A est diagonalisable. ]

Par ailleurs, comme observé a la question précédente :

V3 V3
3 373 [

Sp(A) ¢ {1,—1 -

9. Ona
ATV=0BA2-A-1)V=342V-AV-LV=32V-AV-V=0B1P-1-1)V

et V est non nul car c’est un vecteur propre de A donc

[ V est un vecteur propre de AT, ]

10. On note a; = 1, ap, a3, a4 les racines du polyndéme P.

10.1. Ona
X — )X — a3)(X — ay)

(a1 — )@ — a3)(a) — as)’

En remplagant les ; par leurs valeurs et en simplifiant, il vient :

0= 2+ )2+ 5]

Li(X) =

3 3 3

4
10.2. Soient cy, ¢3, 3, c3 des réels tels que Z ¢;L;i = 0. Pour tout i € [1,4], en évaluant cette identité
i=1
en a;, on trouve ¢; = 0. Ainsi la famille (L, Ly, L3, L4) est libre dans R3[X] qui est un espace de
dimension 4. On a donc :

[ L est une base de R3[X]. ]
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4
10.3. Soit R € R3[X]. Posons T(X) = ZR(a/i)Ll-(X). Alors T(@;) = R(;) pour tout i € [0,4] doncR—-T
i=1
admet quatre racines distinctes ; ¢’est un polynome de degré inférieur ou égal a3 donc R — T = 0.

Ainsi,

R =

4
R(a;)Li(X).

i=1

11.
11.1. Soit k € N*,

11.1.1. La division euclidienne de X* par le polynome P s’écrit
X*=PQO+R

avec O, R € R[X] tels que R € R3[X].
En évaluant cette égalité en les «;, il vient :

Vie[l,4], R()=at

donc, d’apres 10.3,0n a :

R(X) =

4
afLi(X).

i=1

11.1.2. Puisque P est annulateur de A, en évaluant I’identité Xk = PO +RenA,il vient :

4
A% = R(A) = Z o Li(A).
i=1

11.2. Puisque a; = 1 et |e;| < 1 pouri € [[2,4], on a

4
lim A% = Jim_ afLi(A) = Li(A).

k—+
—+00 1_1

Montrons que la limite est une matrice de projection. Puisque A est diagonalisable, il existe une
matrice inversible P telle que

A = Pdiag(1,...,1,4y,...,4,)P"!
ol |4;] < 1 pour tout i € [1, p]. Alors

AF = Pdiag(1,...,1,4},..., AP —— Pdiag(l,.., 1,0,...,00P7".

=D

Ona D? = Ddonc lim Ay est une matrice de projection.

k—+o0
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