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Calcul du déterminant de Cauchy
CNC 2019

On considere un entier n > 2 et deux suites finies (ax)1<k<n €t (0k)1<kgn de éels telles que a;+b; # 0
pour tout couple (i,7) € {1,...,n}>. Pour tout entier m tel que 0 < m < n, le déterminant de Cauchy

d’ordre m, associé aux familles (ay)1<k<n €t (bk)1<k<n, st le nombre, noté Ay, égal au déterminant de
%)
4t05 ) 1< jm

la matrice (

2.1. On suppose qu'il existe (i1,ig) € {1,...,n}% avec it # iy, tel que a;, = a;,. Justifier que A, = 0.

On suppose désormais que les réels ay, ..., ay, sont deux & deux distincts et on considere la fraction

rationnelle 1
R= H?:l <X B bj)
[T (X + )
n—1 n
2.2, Justifier que les polynomes H(X —by) et H(X + ay) de R[X] sont premiers entre eux.

k=1 k=1
2.3. Décomposition en éléments simples de la fraction R

2.3.1. Préciser les poles de la fraction rationnelle R et vérifier qu'ils sont tous simples.

2.3.2. En déduire que la décomposition en éléments simples, dans R(X), de la fraction R est de la

n
Qy,
forme R =
orme ; X T 0"

2.4. Application au calcul de A,

en précisant les expressions des réels oy, en fonction des ay, et des by..

1 1 1
a1+b1 a1+bp—1 a1+by
2.4.1. Montrer que a,A, = : ; ;
ap—-1+b1 o an—11bn-1  @n—1+by
Rib) - Rlwa) Rib)

2.4.2. En déduire que o, A, = R(by)Ap-1.

a4 —a;) (b = b
2.4.3. Calculer Ay puis montrer que, pour tout n > 2, A, = HKK] <n< i~ )l z>.
[Ticijcalai +05)



2.1 Siai, = a4, avec i1 # i, alors les deux lignes correspondantes dans A,, sont égales et
donc A,, = 0.

2.2 Les deux polyndmes sont scindés, l'intersection de leurs ensembles des racines est vide,
puisque a; # —b; pour tout couple (i, j) € {1,2, ...,n}?, donc ils sont premiers entre eux

2.3 Décomposition en élément simple de la fraction R
2.3.1 Les poles de R sont les racines du polyndme H (X + ay), C'est-a-dire les (—ay)1<k<n

k=1
et comme elles sont distinctes, alors R admet des poles simples.

2.3.2 Puisque R admet des poles simples qui sont les (—ax)i<k<n, et deg((X — by)...(X —
bn—1)) < deg((X + a1)..(X + ay)), la partie entiere de R est nulle. R admet donc
effectivement une décomposition en éléments simples de la forme

n
(677
R = _
;X—l—ak

Les a;, sont des réels déterminés par la méthode usuelle dans le cas d’une fraction a
poles simples. En effet, o, = lim (z + ax)R(x), c’est-a-dire
T——ar

n—1

n—
I (—ar —b;) H(ak+b)
X = =1
H(—ak+aj) H(ak —a;)
7k
2.4 Application au calcul de A,,
2.4.1 On note Ly, ..., L, les lignes de A,,. On effectue sur A,, la transformation L, <
1
Z «; L; avec «a,, # 0. On obtient A,, = —D,, ou D,, est le déterminant obtenu en

(e70)

rem lacant la dernieére ligne de A,, par la ligne (R(b1), R(b3), ..., R(by,)) :
plag g P g

1 1 1
ar+br 7 ar+bp an + b1
andu=| i i
Qp—1 + bl o an—1 + bn—l Qp + bn—l
R(b1) .. R(byp—1) R(by)
2.4.2 Ilestclair que R(b1) = ... = R(bn—1) = 0, donc en développant D,, suivant sa derniére
ligne, on obtient la relation : o, A,, = R(by)A,_1.
2.4.3
1 1
1 1
AQ _ a Jlr b1 aq Jlr b2 _

(a1 +b1)(az +b2)  (ar + b2)(az + by)

as + by as + ba

_ (a1 — a2)(b1 — b2)
(a1 + b1) (a2 + b2) (a1 + ba)(az + b1)’

R(b ) H (an + b; )
On sait que A,, = "2 Anp_1,avec o, = —— . D’ol1:
An H (an — “J)
J#n
n— 1 n—
H — by l—f QAp — Ak Ap 1
by, + ag el an +bi | an + by,
1 L. . .
et comme A; = P on en déduit par récurrence sur n la formule fournie par
ai 1
1"énoncé :
I[I (aj —ai)(b; —b;)
A _ l=i<i=n
[T (ai+bj)

1<i,j<n



