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UTILISATION DESPOLYNOMESDE TCHEBYCHEYV EN ANALYSE

Notations:

On note E I’ espace vectoriel des applications continues de [-1,1] dans R .
On désigne par E, I’espace vectoriel des fonctions polynomiales de [-1,1] dans R de degré

inférieur ou égal an ou n est un entier naturel.
On pourra confondre les expressions : polynéme et fonction polynomiale.
S f estunéémentdeE, onpose |f|, = sup |f(X).

xe[-1,1]

1. Existenceet unicité
a) Déterminer un polyndme T a coefficients réels de degré n vérifiant la propriété (*):
(*): VOe R, T(cosd)=cos(ng).
(on pourraremarquer que cos(nd) est lapartie réelle de (cosf+ising)").
b) Montrer gu’ un polynéme vérifiant (*) est unique.
On |’ appelle le polyndme de Tchebychev d'indicen, onlenote T, .

On définit alors une fonction polynomiale sur [-1,1] par :
vxe[-1,1], T,(X)=cos(harcosx).
2. a) Montrer que Vxe[-11], T, ,(X)=2xT,,(X)-T,(X)
(on pourracalculer T ,,(x) + T,(X)).
b) Caculer T,,T,,T,,T;.
c) Donner le coefficient du terme de plus haut degré de T, .

3. Racines et extrema
_(k+)x

n-1
a) Montrer que Vx e [-1,1], T,(X)=2""]](x—cosg,)ou 6, = o
k=0
kr
b) On pose pour kdans {0, 1,...,n}, ¢, = cos(?) :
Calculer |T, ||, puis montrer que:
vk €{0,1,...,n}, [T.(c)|=|T.|l, et que: Vke{01,.,n-1}, T(c.)=-T,(c)-

Les n+1 réels c,,cC,,...,C, sont appelés points de Tchebychev.
c) Dessiner le graphede T,, préciser sur le graphe lesréels c,,c,,c,,C;.



Corrigé

I. Polynémes de Tchebychev

1. a) Soit n € N. Pour 6 € R, on a

— Re (Z (L‘) cos™ k(@)(isin(@))k>
k=0

= Re iZk(n) cos“_Zk(G) sin2k(9) + {2kl < " ) cos™2k—1 (0) sin?k+! (0)
(OngSn 2k 0§2§1§n Zk 41

— Re (1)k<“) cos™ 2%(0) sin2*(0) + i (1)‘<< " ) cos™ 251 (@) sin2**1 (9)
(O<2k<n Zk OSZkZH <n Zk+1

- (1)k(“> cos™2%(0) sin2*(0) = (1)k(“> cos™2%(0)(1 — cos?(0))*

ngzgg 2% iy 2%

A k(T n—2k a2 (ANK — coc

T(cos®) = > (1) (2k) cos™2K(0)(1 — cos?(0))* = cos(nd).
0<k<

Ceci démontre 'existence de T,,.

b) Soit P un polyndme vérifiant (). Alors pour tout réel 8, P(cos0) = cos(n8) = T(cos 0) et donc ¥x € [—1,1], P(x) = T(x).
Ainsi, les polynémes P et T coincident en une infinité de valeurs et sont donc égaux. Ceci démontre 1'unicité de T.

2. a) Soit n € N. Soit x € [-1,1]. On pose 8 = Arccos(x) de sorte que x = cos(0). On a alors

Th(x) 4+ Thg2(x) = Tr(cos(0)) + Thy2(cos(0)) = cos(nd) + cos((n + 2)0)) = 2cos(0) cos((n+ 1)0) =
2c08(0)Ti1(cos(0)) = 2xTri1(x).

vneN, vx e [-1,1], Tay2(x) =2xT11(x) — Ta(x).

Ainsi, les polynémes T,, + T2 et 2XT, 1 coincident en une infinité de valeurs . Ces polynoémes sont donc égaux. On a
montré que

vn € N, Tn+2 = 2XTn+] — Tn.



b) On a immeédiatement Ty = 1 et Ty = X. Puis To = 2XT; —To = 2X2 —1 et T3 = 2XTo — Ty = 2X(2X% —1) — X = 4X3 —3X.

To=1,T1 =X, Ta =2X2 —Tet Ty = 4X3 — 3X.

c) Montrons par une récurrence double que ¥n € N*| deg(T,) =n et dom(T,) =2""".

e T; est un polynome de degré 1 et de coefficent dominant 1 =2'"1 et T, est un polynéme de degré 2 et de coefficent
dominant 2 = 2271 Le résultat est donc vrai quand n =1 et n = 2.

e Soit n > 1. Supposons que deg(Tn) =n, dom(Ty) =2""", deg(Tas1) =n + 1 et dom(Tny1) =2™. Alors
deg(Tni2) = deg(2XTy 1 — Tn) = deg(XTni1) =1+ (n+1) =n+2,
et
dom(Tn42) = dom(2XTy 11 — Tn) = dom(XTp41) = 2dom(Tpyq) =2 x 2™ = 2n+1 = 2(n+2)—1,

On a montré par récurrence que

¥n € N*, deg(T,) =n et dom(T,) =2""".

D’autre part, To = 1 est un polynoéme de degré 0 et de coefficient dominant 1.

3. a) Soit n € N*. Soit x € [—1,1]. On pose 6 = Arccos(x) de sorte que x = cos(0). On a alors

Tn(x) =0 & Tu(cos(8)) =0 & cos(nd) =0

2k +1
SIeZ/mo=" tkno ke o= 2EDT
2 2n
Maintenant, pour 0 <k<n-—1,ona
0< L (2k+1)m < 2n—-1)+Nm I
~—2n — n - n 2n —

. . . L (2k+1)m ) .
Comme la fonction cosinus est injective sur [0,7t], on en déduit que les 1 nombres cos o sont n réels deux a

deux distincts, tous racines du polynome T,,. Comme le polynéme T, est de degré n, ces nombres sont toutes les racines
de Ty, nécessairement toutes simples et dans [—1,1]. Enfin, puisque dom(T,,) = 2™, on a la factorisation

n—I1
Vx € [=1,1], Ta(x) =2n"! H(xfcos(ﬁk)) ou 0y = M

n
k=0

b) Soit n € N. Pour x € [—1,1], en posant 6 = Arccos(x), on a
[Ta(x)] = [T (cos(0))] = [cos(nB)| < 1,
ce qui montre déja que ||Th|leo < 1. Comme d’autre part

[Trllso = [Tn(1)] = [T(cos(0))] = |cos(n x 0)] =1,

VneN, [Tallo =1. I

on a montré que

Soient n € N* puis k € [0,n].

Talei)] = Maleos(ST))| = cos(n x 20 = |cos(kr)| = 1.



Plus précisément, Ty, (cx) = cos(km) = (—1)¥ et en particulier, pour k € [0,n — 1], Ty (cxs1) = —Tn(ck).

vn e N* (Vk € [0,n], [Tn(ck)l = || Tnlleo et Yk € [0, — 1], Tr(cks1) = —Tnl(ck)-

2
= et Taler) = —1. ¢ = cos( 25 = —% et Ts(ca) = 1. c3 = cos(r) = —1

c) co =cos(0) =1 et T3(co) =1. ¢c1 = cos(
et T3(c3) = —1
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