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EXERCICE

(Noté 4 points sur 20)

Soit f wune fonction continue sur R x RT & valeurs réelles. On note ¢ l'application définie, pour tout réel z, pour
lequel l'intégrale existe, par

+oo
() :/ f(z, t)e tdt
0
On suppose de plus que la fonction f est bornée sur R x RT, c’est-a-dire :
IM € RT ) V(x,t) e Rx RT, |f(z,t)| <M

1. a) Montrer que, pour tout (z,t) € R x RT, |f(z,t)e | < Me™".
b) En déduire que ¢y est définie sur R.
c) Montrer que, pour tout z € R, lim f(z,t)e” ! = 0.
t——+o0

2. On consideére les deux fonctions réelles g et h définies sur R x RT par,
g(x,t) = cos(xt) et h(x,t) = sin(xt)

a) Vérifier que ¢4 et ¢y, sont bien définies sur R.
b) Montrer, en appliquant une intégration par parties, que :

Ve eR, ¢q4(z) =1—zph(z)
c) Montrer, en appliquant une intégration par parties, que :
Ve eR, op(x)=xpy(z)

d) En déduire que :
e) Montrer que :

et


https://tinyurl.com/4up84xze

PROBLEME

Soit f une fonction continue sur Dy x Dy a valeurs réelles, ou D; et Do sont deux intervalles de R. Pour tout entier
naturel n et pour tout réel ¢t dans Dy, on définit la fonction g, ) de Dy dans R par,

9(n,t) (l‘) = xnf('rv t)

R** désigne I’ensemble des réels strictement positifs.
On utilise, dans tout le probléme, la convention 0° = 1.

PARTIE 1 :

Etude d’une série géométrique particuliére et son application

Dans cette partie, on prend, V(z,t) € R x R, f(z,t) = l,ainsi on pose pour tout entier naturel n et pour tout
V(z,t) € R X R, fu(z) = g () = 2™

1. a) Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel x différent de 1,
n
1— gt
r)=
> filx) .
k=0
b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n et pour tout nombre réel x différent de 1,

nz™tt — (n4+1)a" +1

2 ) =T

c) i) Justifier que, pour tout réel z dans |—1, 1], 1irJ£1 na™ = 0.
n——+00

ii) En déduire que, pour tout réel x dans |—1,1[, la série Z nfn—1(x) est convergente et que,
n>1

+EOO na" ! = _
— 2
—~ (1—-x)

+oo
2. Pour tout entier naturel j, on considére la fonction S; définie par S;(x) = Z <n> frn—j(x).

n=j

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére définissant la fonction S;.
b) Montrer que la fonction S; est dérivable sur |—1,1[ et que pour tout  dans |—1,1],

Si(x) = (j +1)Sjt1(x)

c) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel j et pour tout z dans |—1, 1],

1

Sj(x) = m

d) Montrer que, pour tout réel z dans |—1,1[, la série Z nzfn,l(x) est convergente et que,
n>1

+

fn%”’l _ 1+
1—x)3

n=1 (

3. Soit (2,4, P) un espace probabilisé et soit p un réel de ]0, 1[. Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q, A, P)
qui suit la loi géométrique de parametre p, c’est-a-dire une application X de Q2 vers R telle que,

X(Q) =N*et VE € N*,P(X = k) = p(1 — p)**

a) Montrer que X admet une espérance E(X) qu’on déterminera en fonction de p.



b) Montrer que X? admet une espérance E(X?) qu'on déterminera en fonction de p.
c¢) En déduire Var(X) la valeur de la variance de X en fonction de p.

PARTIE 2 :

La résolution d’une équation différentielle

Pour tout entier naturel n, on considére 1'équation différentielle sur ]0, +o0of :

|
I ol
(&) ¥ +y=g

e—t:E

Dans cette partie, on prend pour tout (x,t) dans R™ x R™*, f(z,t) = 1o
x

“+o0o
1. Montrer que, pour tout réel strictement positif ¢, I'intégrale / 9(n,t)(w)dz converge.
0

+o0o
On note ainsi Vn € N Vi € RT™, h,(t) = / Gn,t) (z)da.
0

Montrer que, pour tout entier naturel n, h, est dérivable sur R™ et que h!l, = —hy 1.

Montrer que, pour tout entier naturel k, h,, est de classe C¥ sur RT* et déterminer h%k), la dérivée k°™° de la
fonction h,,, en fonction de h,, 4.

4. On pose pour tout entier naturel n et pour tout réel strictement positif ¢,

+oo
/ 2"e " dx
0

a) Vérifier que, pour tout entier naturel n et pour tout réel strictement positif ¢, I, (t) existe.
b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel strictement positif ¢,

I,(t)

n

In(t) = ; n—l(t)

c) Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel strictement positif ¢,

n!
In(t) = oy

d) En déduire que, pour tout entier naturel n et pour tout réel strictement positif ¢,

n!

R (t) + hn(t) = prany

e) Déterminer lim h,(t).
t—+oo
a) Résoudre sur |0, +oo[ I'équation différentielle :
(EH) y"+y=0.

b) Montrer que, pour tout entier naturel n, I’équation différentielle (£,) admet sur |0, +o0o[ une et une seule
solution k,,, qui vérifie , li$ kn(t) = 0, préciser k.
—+o00

PARTIE 3 :

+ —tx
Une autre expression de /
0

e

1522 dzx

1. Soit k un entier naturel et soit  une fonction de classe C¥ de R dans R telle que I'intégrale f1+°° (t)dt converge.
+oo
On considére la fonction réelle ¢ définie sur R** par ¢(z) = / o(t)dt.

Montrer que v est de classe C¥+1 sur R** et déterminer ¢)(*+1)(x) en fonction de ¢ (z).



2. a) Montrer que, pour tout couple (¢,u) de RT™ x R et pour tout réel s tel que s > t,

/S sin(x — u) dp — cos(t —u) cos(s—u) /S cos(z — u) dr

x t s 2

Foo ;
sin(z — u
b) Montrer que, pour tout couple (t,u) de RT™ x R, I'intégrale / gdx est convergente et que,
. x

+oo i _ (F — +0o0 o —
/ sin(z — u) do — cos(t — u) _/ cos(x — u) e
t t

x t 2

. s . . oo sin(x — u)
Ainsi, on considére la fonction ¢ définie sur R™ x R par ¢(t,u) = / ——dx.
t

x
+oo s
—1
On définit aussi la fonction 6 sur R™ par 0(t) = ¢(t,t) = / sine — 1)
¢ x

dx.

c) Montrer que, pour tout entier naturel k, # est de classe C¥ sur R**.
1
d) Montrer que, pour tout ¢t € R** 0”(¢t) + 0(¢) = T
e) Montrer que 75_lg_mOO 6(t) =0.
o0 —tx Foo :
3 —t
3. En déduire que Vt € RT*, / %du = / de.
0 1+z ' T

4. Déterminer la nature de la série Z U, tel que pour tout entier naturel n,

n>0

+oo ; _

un:/ sin(x n)dx.
" x
PARTIE 4 :
L. T gina
Application : le calcul de dx
0 X

sin x

+oo
1. Montrer que / dz est une intégrale convergente.
0

T

1 .
sin
2. a) Montrer que Vt € RT*, /

———dz est convergente et que
. (x—l—t)x g que,

1 1
1
/ _SmE dz| < / dz
0 (CC + t)l‘ o T + t
dx est convergente et que,
+o00 . +oo
S 1
/ _Smr dz| < / —dzx
1 (@) 2P

+oo
9(t)f/0 o) < (1 +In(1+1) — Int).

sinx

“+o0
b) Montrer que Vt € R™*, /
1 l’

c) Montrer que V¢ € RT*,

sinx

dx.

+oo
3. En déduire la valeur de /
0 X

sin x

“+o0
4. Montrer que l'intégrale I = / < ) dz est convergente et en déduire sa valeur.
0

x
4

dz sont convergentes et calculer leurs

T 1 —cosz +°° sin
5. Montrer que les intégrales J = / ———dxr et K = / 5
0 0

2 x
valeurs respectives.

FIN DE L’EPREUVE



Concours National Commun

CORRIGE DE
L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES 1
Session 2025 - Filiere MP

m.laamoum?@gmail.com[ﬂ

EXERCICE

Soit f wune fonction continue sur R x RT & valeurs réelles. On note ¢ I’application définie, pour tout réel z, pour

lequel I'intégrale existe, par
+oo
vr(x) :/ f(z, t)e tdt
0

On suppose de plus que la fonction f est bornée sur R x RT, c’est-a-dire :
IM € RT V(z,t) eRx RT, |f(z,t)| <M

1. a) Soit (z,t) ERxRT.Onae "> 0et |f(z,t)] <M, donc, |f(z,t)e”t| < Me .
b) Soit z € R. La fonction ¢ — f(z,t)e™" est continue sur R™.
D’apreés la question précédente, ¥Vt € RT,|f(z,t)e™t| < Me™t.

+oo oo

L’intégrale Me™'dt converge ( / e 'dt = 1) . Par comparaison des intégrales de fonctions positives,
0 0

—+oo
I'intégrale / |f(z,t)e""|dt converge.
0

“+oo

Ceci implique que la fonction ¢ — f(x,t)e™? est intégrable sur R* donc l'intégrale / fla,t)etdt est
0

convergente. Ainsi, ps(x) est définie pour tout z € R.

c) Soit z € R.On a0 < |f(z,t)e | < Me t. Comme , ligl Me™" = 0, par le théoréme d’encadrement , on
— T 00

- —t _
conclut que tl}gloof(x,t)e =0].

2. a) Les fonctions g et h sont continues sur R x R¥et elles sont majorées (en valeur absolue ) par M = 1.

D’apres la question Q1.b), les fonctions ¢, et ¢, sont définies sur R.

+oo
b) Soit z € R. py(x) = / cos(xt)e”'dt. Effectuons une intégration par parties.
0

u(t) = cos(xt) alors u'(t) = —x sin(at)

V' (t) = et v(t) = —e !

Posons

Pour A > 0,

! “tdt = [— cos(z e*tAf Af;vsin:z: —e~t =1—cos(zA)e ™ —z Asin;z: et
/O cos(zt)e”'dt = | (zt)e™], /O( (xt))( Ydt =1 (zA) /U (xt)etdt.

Ainsi, en passant & la limite A — 400, on obtient ‘ wg(x) =1 —zpp(x) ‘ .

1. Tous mes corrigés sont disponibles ici https://tinyurl.com/4up84xze 24-05-2025


https://tinyurl.com/4up84xze

400
c) Soit x € R. pp(z) = / sin(zt)e”'dt.
0

Posons alors
/

Pour A > 0,

A A A
i “tdt = [—sin(zt)e? A_ x cos(x —e~t = —sin(zA)e ™ + x cos(zt)etdt.
| sintatyetat = [=sintatie )~ [ wcostan)(—e e = ~sinwaye 0 [ costat)e

Ainsi, en passant & la limite A — 400 : on a ’ on(x) = zpy(z) ‘

d) Nous avons les relations : ¢q(z) =1 — zpp(z) et op(x) = xp4(z) , donc

pg(z) =1—x(xpy(z)) =1— x2<pg(x).

1
1422

D’out ¢, (x)(1 + 2%) = 1. Comme 1+ 22 # 0 pour tout = € R , alors : | p4(z) =

e) Soit z €10, +oo].

e Ona

1 1
v ¥ v Pl 1
/0 g (u)du + /0 g (u)du = /o mdu + /0 mdu = arctan(x) + arctan (x)

La fonction F : x + arctan(z) + arctan (1) est de classe C' sur ]0,+oo[ et F'(z) = 0 pour tout

x €]0,400[ , donc elle est constante sur |0, +oo| et F(z) = 1ir41_1 F(z) =

x B
Ainsi / pg(u)du +/ pg(u)du = z
0 0 2
o Pour la seconde identité : On a ¢ (u) = up,(u) = HLUQ’ donc
x T 1 N 9
donc
x i 2
: 1 o1 1
op(u)du — op(udu = —In(l4+2z°)—=-In[1+ (-
0 0 2 2 T
1 o 1. (2?41
= 2ln(1—|—x)—21n( = )
1
= 5 111(.'1}2)

8=

D'oit /O " on(u)du — /0 on(w)du = In(z) | .




PROBLEME

PARTIE 1 :

Etude d’une série géométrique particuliére et son application

n n
1. a) On a ka(x) = Zxk. C’est la somme des termes d’une suite géométrique de raison x # 1, donc
k=0 k=0

n+1

- 1—=
I

b) Soit x # 1 . On dérive la relation précédente

1—2x -

- xk—l_i 1—z"\  —(n+1Da"(1—z)— (1 —a"")(-1) na"t' —(n+1)a" +1

- nz™ ™t — (n+1)z" +1
d’ot kfi— =
P (-7

c) i) Soit z €]-1,1[. On a

Osiz=0

nlz|" =
elnn+nln|w\ six # 0

Si z # 0 alors

Inn
Inn+nlnjzl=n <1n|x|+> — —oo0 (car 2 — (et In|z|<0)
n n—-+oo n—-+oo
ce qui donne
elnn+nln|w\ =0
n—-+oo

dou nlz|™ — 0.
n—+oo

Ainsi pour tout z € |-1,1[,|naz™ — 0 |
n—-+oo

ii) Pour z € |—1,1], on fait tendre n vers 400 dans l'expression de 1.b). Les termes nz"! et (n + 1)z"

tendent vers 0 .

+oo
1
Ce qui prouve la convergence de Z nfn_1(z) et Z nfn_1(x) = m
n>1 n=1
2. Soit
400 n 400 n )
53601 =3 (1) fueste) =3 (7)o
n=j J n=j J
a) Ona
Rcv Z (n> xn—j = Rcv Z (n) "
n>j N n>j N
Utilisons la régle de D’Alembert
n+1
j (D) (m=g i 41 o
(n> C(n+1—g) ! n! Cn4+1—j notoo
J

Donc le rayon de convergence est R = 1.



b) S, est la somme d’une série entiére de rayon de convergence 1 , donc elle est de classe C* sur |—1,1[.

Pour z € |-1,1[, on a

S = S <’i‘><n—1>xnﬂ 1

n=5+1 J

()= = =t =60 )

+oo
S = 3 G+0(, ) )am = G4 08y (a)

On utilise

donc

Dott [ S7(x) = (j + VS;mi() |

c) Par récurrence sur j.

e Pour 5 =0,
+oo k +oo 1
) = 3 (o) =t =
0 1-—2z
k=0 k=0
Vrai.
1
o Supposons S;(z) = s Alors
Jg+1
5j(w) = (1—z)i+?

et d’apres b),

1, 1
SJ+1( )= j+1S]($) = m
la formule est vraie pour tout j + 1.
1
Ainsi pour tout j € N, | S;(z) = m
—x
d) Soit z €]-1,1[,on a
n?fn1(z) = n?z" "t =n(n - 1)2" "+ na" "t

Par la regle de D’Alembert la série Z n? fn_1(z) converge et
+oo +oo +oo
Zann,l(sc) = mZn(n — a2+ an"‘l
n=1 n=2 n=1

d (X
(2]

dz

Ly
o Tde? \1 -z dz \1—-=z
_ 2z 1
(-2 (1)
_ 1+
= oep

. 1+=x

Ainsi Zn frn-1( (1733)3

3. X~G(p).P(X=k)=p(l—p)*?t pour ke N*. Soit g=1—p



a) Comme p € )0, 1] alors la série de terme général kP(X = k) = kpgF~! est convergente , donc X admet une

espérance et on a
+oo +oo
E(X)=)Y kP(X =k)=> kpd"*~" =pSi(q).
k=1 k=1

D’apres Ql.c).ii), avec = ¢, la somme vaut

BX) =pSia) =g _lq)g = p% = %.

dott |E(X) = -

b) D’aprés le théoréme du transfert X2 admet une espérance si la sériez E*P(X = k) converge .
k>1
On a k’P(X = k) = k?pg"~—1 | par la régle de D’Alembert la série Z k*pg"t converge, donc X? admet
k>1
une espérance . Par suite

+oo +oo
E(X?) =p) K¢ =p) K fia(q).
k=1 k=1

D’apres Q2.d, avec x = ¢, on a

14¢q 14q 14q 1+(1-p 2—0p
[E(XQ) =p 3 =p 3 = 3 — ( 5 ) — 5 -
(1-4q) p p p p
9 _
dott | E(X2) = =L
p
c) Ona
2
2—0p 1 1—p
Var(X) = E(X?) — (E(X))? = —():
(X) = E(X7) — (E(X)) e 5 e
N L—p
d’ou | Var(X) = e
PARTIE 2 :
La résolution d’une équation différentielle
eftz o . l.neft:r
On a f(z,t) = 1o Ainsi, g, (x) = 2" f(2,t) = a2

ne—tw

1. Soit n € N. La fonction z — —
1+ 22

est continue sur [0, +oo] .

1 Hoe
Pour t > 0, on a | ) Par la regle de Riemann lintégrale / 9(n,+)(x)dz converge pour
0

n tx

2 = o=
14+ 22" 25+ 22
tout n € N et pour tout t € R™*.

2. Par application du théoreme de dérivation des intégrales a parametres :

« Pour tout t € R™, la fonction = — g, ¢)(x) est intégrable sur [0, +-o0] .
o La fonction (¢,z) — g, (z) est de classe C' sur (IR"‘*)Q, et

8 l.nJrlefta:
9 (g(n,t) (95)) = 14-7332 = *g(n+1,t)(=’5)~

« Domination : Soit [a,b] un segment inclus dans R**.

Pour tout ¢ € [a,b] et pour tout x € [0, 40|,

g( (x)) _ xn-{-le—tw - xn+1e—aw
ot D) = T e = T e

xn—i—le—aw

La fonction ¢ (z) = T
T

est intégrable sur [0, +oo[ d’apres la question 1 .



Par le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, h,, est de classe C! sur tout [a,b] C RT*, donc elle est de

classe C! sur R1* et

, +oo b +00
h, (t) = ; En (g(nﬁt)(x)) dz = ; ~Jn+1,0) (2)dr = —hp i1 (t).

Ainsi | b, est de classe C! sur RT* et Al (t) = —h,41(t) ‘

Montrons par récurrence sur k € N* que h,, est de classe C* sur R** et que Al (t) = (=1)*h, i (t).

o Initialisation : D’aprés Q2, h,, est C! et h!, = —h,,41. La propriété est vraie pour k = 1.
« Hérédité : Supposons que pour un k > 1, h,, est C* et h%k)(t) = (=1)*hpip(t).
D’aprés Q2, la fonction A, est de classe C! sur R™*. Donc hgg)est aussi de classe C!. Ceci implique que

h, est de classe C**1 sur R**. De plus,

d

(1) = 2 (D g (®) = (D R (t) = (DM i (1),

La propriété est vraie au rang k + 1.

Ainsi pour tout k € N*, [ h,, est C¥ sur R** et AP (t) = (=1)*h,n(t) |

+oo
Soit I,(t) = / 2"e ™ dx.
0

—tx

a) On a pour tout t € ]0,+oc[ et n € N, la fonction x — 2"e** est continue sur [0, +oo] et

1
e = o (2> . Donc la fonction x — z"e ™' est intégrable sur [0, +o0o[ , d’ott I'existence de I, (t) .
T—+0o0 €

b) Pour n > 1 et t > 0, effectuons une intégration par parties :

u(z) = a™ u'(z) = nx

Posons . Alors o—tT

v'(z) =e

et A A et
I,(t)= lim —"—] = na" ! — dz | .
A—+o0 t 1o 0 t

iz A

e

ona lim |—z" = 0 et 'intégrale est convergente , donc
A—+o0 t 0

donc

+oo n
I,(t) = f/ " e dr = n n—1(t)
0

Ainsi | I,,(t) = %In_l (t)

c¢) Montrons le par récurrence sur n € N :

“+o0 —txto0
1
Ip(t) = / e dr = [_e } =-.
O t

La formule est vraie pour n = 0.

o Initialisation :

(n—1)!

m pour unn > 1. Alors

o Hérédité : Supposons I,,_1(t) =

n n(n—1)! n!

Ity = Pl = 57 = o

La formule est vraie au rang n.



Ainsi, | I,(t) =

n'
ey pour tout n € Net ¢t > 0|

d) D’aprés Q2 on a h!l(t) = h,12(t), donc

hon(£) + T (8) = By (£) + T (2).

utilisons ’expression intégrale de h,,

+oo n+2 —tx +oo xne—tr
hpao(t) + hy,(t) = —dxz —dz
+2(8) + hn(?) /0 1+ a2 +/0 1+ a2
+OO n+2 —tx
= / +a")e ———dx
0 1 + x?
+oo —tx
= / +1)e ——dx
0 1 + CC2
+oo
— n —tzdx
0
D’apres 4.c), on a ,
|
,, _nl

Ce qui montre que h,, est une solution particuliére de 1'équation différentielle (&,).

e) Ona
“+oo xneftz “+o0
[hn ()| = / ——dz < / 2" dx = I,,(t)
0 14z 0

!
or I,(t) = t:T donc t_1>i+moo I,(t) =0, par suite| lim h,(t)=0]|.

t—+o00

a) L’équation homogene (EH) : y” +y = 0, a pour équation caractéristique est > + 1 = 0, dont les racines
sont 1y =1 et ro = —1.
Les solutions de (EH) sur R (et donc sur |0, 4o00[) sont les fonctions de la forme

[y (t) = A cos(t) + B sin(t), ou A, BER].

b) D’apres 4.d), h,(t) est une solution particuliere de (£,). La solution générale de (&) sur |0, +oo| est donc
y(t) = yn(t) + hn(t) = Acos(t) + Bsin(t) + hy,(t).

On cherche la solution k,, telle que til? kn(t) = 0.
Comme , ligl hn(t) = 0 (d’apres 4.¢)), la condition devient , ligrn (Acos(t) + Bsin(t)) = 0.
—+00 —+o00
Ce qui est réalisé si et seulement si A =0 et B = 0. Donc, Punique solution de (£,) qui admet une limite

nulle en +o00 est h,.

PARTIE 3 :

+oo e—tr

Une autre expression de / ——dT
0 1+z

+o00 +oo +o0
Soit 9(x) = / (s)ds. Puisque / ©(s)ds converge, pour tout ¢ > 1, / ©(s)ds converge.
1 c

v = [ " pleds - / " o(s)ds.

Comme ¢ est de classe C¥ sur R (donc sur R**), d’apreés le théoréme fondamental de I’analyse, x / o(s)ds

xr
Soit ¢ € R**. On peut écrire

est de classe C*t! sur R*T*. Par conséquent, v est de classe C*+1 sur RH*.

Pour tout j € [1,k + 1], ¥ (z) = —pU=Y (). En particulier, pour j = k + 1, on a | p*+1) () = —p®) () |




2. Soit ¢t > 0.

a) Pour s > ¢, posons f(x) = 1 et ¢'(z) = sin(x — u). Alors f/(z) = f% et g(x) = —cos(z — u).
x x

Une intégration par parties donne

/: sin(e —u) { cos(z — u)} /t (;) ( cos(o—u))da — <=1 _cos(s —u) /t cos(xQ— W,

x T ‘ t s x
. cos(s—u)
b) Ona lim ———~= =0c¢et
s—+o0 S
cos(z —u) 1 oo
— <= et —dz converge
x? x? PR

Foo s
sin(x — u
Par conséquent, l'intégrale / de est convergente et
+ x

x t 2

+oo s _ _ +o0 _
/ sin(x — u) e cos(t — u) _/ cos(x — u) d.
t t

c) Ona

xT xT

Q(t) = /t-O—oo wdx _ /t+oo cos (t) sin (l‘) — COoS (m) sin (t) d

remarquons que

T gin(x - T cos(x
(/)(t70):/t ( )da:etq[)(t,):/t ( )da?

T 2 T

donc ces intégrales convergent et

0(t) = cos () /;OO de — sin (t) /;OO de

x T

D’apres Q1, les fonctions
+oo ; o0
A e
t T t T

sont de classe C* pour tout k£ € N, donc 6 est de classe C* sur RT* .

d) Ona
| (cos (t) /t - Sinx(x)dm) — (cos (1))’ /t - D g 1 cos (1) < /t - Sinx(x)dx>/
[, it
) (sin ) /t o C"Sm(x) dx)/ ~ (sin(t)) /t o COZ(‘””) dz + sin (1) ( /t o Cosx(‘””) dx)l
- ) [ @)y, dnlt)cos(t)
o oty — (COS " /:OO sin m(ac) dx)’ - (Sin " /t+°° Cosz(ﬂf) dx)'
_ () /t+°° sin x(:c) Az — cos (1) /t+°° Cosx(x) da
De méme

o) = — (sin ) /t o Sinx(x)dm>/ _ (cos ) /t o C"Sm(x) dx)l

- <cos () /f - Sinx(x) dzx — SmQ(t)) ~(—sin() /t o (@) g, COS?”)

t x

+oo +oo i 2 t 2 t
sin (t)/ cos () dz — cos (1) sin (x)dx | sin (t) —&t-cos (t)
t x t z




Donc,

0" (1) = —6(t) + %

1
Ce qui est équivalent & ’équation différentielle : | 8" (t) + 6(t) = n

e) D’apres Q2.b, on a

+oo s _ +o0 _
o(t) / sin(z — t) do — 1 7/ cos(z —t) .
t €z t t

+o0 +oo
S(x — ¢t 1 1
/ wb(g)dx‘ < / L ezt
p T p T 4

donc

ce qui donne tl}g)o 0(t) =01

3. D’apres Q5.b de la Partie 2 , hg est 'unique solution de (&) sur ]0, +00[ de limite nulle en 400 .
D’apres Q2. de la Partie 3 , 6 est solution de (£) sur |0, +o0[ de limite nulle en +oc0 .

+oo o +oo L —tx
sin(z — ¢ e
Donc 6 = hg , ainsi pour tout ¢t > 0 : / (7)d;v = / dzx|.
t 0

x 1+ 22
+00o o +o0
— 1 —
4. Soit u, = 0(n) = de. D’apres la question Q2.b , u, = — — / 7COS(£E2 n) dx.
x n n x

n
Une intégration par parties donne

Up, -

- ([sin(z; n)} :“ . /n+°o 2sinEUx3 —n) dx)

1

n

1 T2 2sin(x —
_ 77/ sm(a:3 n)dx

noJy, x

mais

donc

1
Ainsi u, ~ — et la série g u, diverge.
n—-+oo N

Autre méthode : on a

+oo —nz 1 —nx 1 1 1—e™
Up = © dx > © dx > — e "dx = ©
0 1 + J;Q 0 1 + ./L'2 2 0 2n

1—e™™ 1 1—e™ . - .
o nleo 23 donc Z o™ diverge, par suite la série Z uy, diverge.

PARTIE 4 :

Application : le calcul de /
0 X

T gina

dx

. sin x
1. La fonction x —

est continue sur |0, +o00].

. sinxzx
e En0O: lim

z—0 X

1 .
sinz
= 1. La fonction est prolongeable par continuité en 0, donc l'intégrale / ——duz converge.
0 X



e En +o00 : Soit A > 1. Une intégration par parties donne :

/A sin x cosx14 4 1
e
1T x 11 1 x
cosx 1 teo g Hoeo
On a ‘ 5 ‘ < — et / — dx converge, donc /
X X 1 X 1
A .
cos A sin
Comme lim =0, alors lim
A—+o0 A—+oo x
2. Soit t € RT*,
sin x
a) e La fonction z — ————
(x+t)x
1 .
sin x
I'intégrale / dx converge.
o (@+t)z
sin x
e On a <1, donc

/1 sin z /1 sin x
——dz| <
o (z+1t)x o | x
b) Comme xz >1ett >0, x+¢>x Donc
sin x
z(x+t)| —

+o0 1 +oo
L’intégrale / — dz converge , donc I'intégrale /
1 z 1

) (= cosz)dz

+oo
dx existe. Ainsi l'intégrale /
0

z(x +1)

COS T

dx converge.

sinx

dx est convergente.

est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0 (valeur 1/t ), donc

1
T+t

1
xg/
0

dx
T+t
1
22

sinx
dx est convergente et

—+o00 w 400
/ ﬂdx §/ idle
1 x(r+i) w2
c) Ona
o(t) — /°° Sinmdx B /°° sinmdx_ /°° sinxdx
0 X 0 $+t 0 X
> 1 1
= / sinx(—)dx
0 T+t T
*  sinz
_ —t/ ELLUEN
o z(z+t)
Donc
Foo s 00 :
‘H(t)—/ 51nxdm‘ _ t‘/ sin dx
O $
_sinz _sinz
< dx
: (!/ o +| [ )
En utilisant a) et b)
sinz ! ) 1 1
po e} de| < ; x+tdx=[n(m+t)]0:n(1+t)—nt.
et
sinx > 1
/ dz §/ —dx =
z(z +1) 1 a2
o T ging
Ainsi | |0(t) — dz| <t(1+4+In(l1+¢t) —Int) |
0 A

Int) =0, cela implique

+o0
tlir& b(t) = /0

10

3. Ona lim t(1+1In(l+1¢)—
t—0+

sinx

dx.
T



+oo —tx

e
D’apres Partie 3, Q3, 0(t) = ——dz .
apres Partie 3, Q3, 6(¢) ; 1+$2a:
Pour calculer lir(r)1+ 0(t) , on utilise le théoréme de convergence dominée, version continue :
t_)ftr
Soit ft(m) = 1—"—73}2 On a
Pour tout x € [0, +oco[, lim f(x) !
e Pour tout z oof, lim fi(z) = ——.
’ oot Tt 1+ 22
et 1
e Pour tout t > 0et x>0, |fi(z)| = 22 < T2

La fonction x +— 5 est intégrable sur [0, +oo[. ( Conditions de domination ).

1+
“+o0
/

Par le théoréme de convergence dominée, on a

1
1+ 22

dx =

lim O(t

™ ) = /0+oo

lim fi(x)dx

™
t—0t 2

sinx

dx

Ainsi

+oo
/0

X

sinx

La fonction x — (

sinx

Comme 0 <

2
) est continue sur |0, 4+o00[ et prolongeable par continuité en 0 (valeur 1).

sin x

T

2 1 —+o0 2
) < —. Par comparaison, 'intégrale / ( ) dz converge.
X X 0

Effectuons une intégration par parties :

u'(x) = 2sinx cos x = sin(2x)

Posons , 1 . Alors -1
v'(z) = 22 v(z) = v
donc N
C) 0 +oo
3 1
= [— S (x)] - / sin(2x) (— ) dz
x 0 0 x
2 .2 ) +oo
ona lim sin” () =0et mr x , donc [ e x] =0.
T—+00 xX x z—0 T 0
Par suite "
oo : 2
I / sin( m)d:c
0 X
Posons y = 2z , alors
/'H’O siny dy /+°° sinyd
= —_— = y.
0 y/2 2 0 )
R . T
D’apres la question Q3, |1 = 5|
. 1 —cosx .
e La fonction g : z — 5— est continue sur |0, +oo].
x
2 1 — cos 1
En0O,onal—cosz= % + o(x?), donc 7296 =3 + 0o(1). Donc g est prolongeable par continuité en 0.
x
En +oo, 0 < 17& < 32
x x

Donc l'intégrale J converge.

Une intégration par parties donne :

1— +oo +oo
J {_ Cosx] N / sina |
X 0 0 X
1— 1-— 1-— oo
On a lim T _pe osr o _ * + o(z) , donc [— cosx} =0.
T—+00 T z—0 2 x 0
+oo s
Ainsi | J = / Smxdx -
0 X 2

11



- 4
e La fonction h : z +—

x
5— est continue sur |0, +o0l.

x
sint z 9 C
En0, ona —5— ~ 2" — 0, donc h est prolongeable par continuité en 0.
X z—0 x—0
4
sin® x 1
En +o0,0na 0 < 5 §—2.
x T
L’intégrale K converge. Ecrivons
oo .2 s 02
sin® x - sin” x
K = / ——dz
0 T
oo sin? 2(1 — cos? z)
= 3 dz
O 1’
T sin? g T sin?zcos? x
= 5—dz — ———da.
0 X 0 X
La premiére intégrale est I = /2.
. 2
. sin“(2x
Pour la seconde : on a sin’ z cos® z = # , donc
+eo gin? x cos? oo sin?(2x)
———dz = ——dw
0 X 0 4

posons y = 2x.

oo sinZy  dy oo sin?y dy 1
Toe 3 = 57 5 = 3l
o 4y/2)? 2 0 y: 2 2

Donc K =1 —

Ainsi | K =

N
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