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Calcul Différentiel

Exercice 1 : CNC 2023

On considere la fonction F : R? — R définie par :
V(z,y) € R27 F(z,y) =x2+xy+y2 — 3z — 6y.

1. Quelques propriétés de la fonction F

1.1. Justifier que la fonction F est de classe C? sur R? et calculer ses dérivées partielles premieres en
tout point de R2.

1.2. Montrer que la fonction F' admet un unique point critique (xg,y0) € R? et le déterminer.
2. Etude de la nature du point critique (x¢, yo)
2.1. Calculer les dérivées partielles secondes de F' au point (zg, yp)-

2.2. A Tl’aide de la matrice Hessienne, montrer que la fonction F' présente un extremum local au point
(0, Yo). Est-ce un minimum ou un maximum local 7

3. Etude plus approfondie de I’extremum en question
3.1. Soit(z,y) € R?; on pose u = x et v =y — 3. Vérifier que F(z,y) = u? + uv + v — 9.

3.2. Montrer qu’en fait la fonction F' présente un extremum absolu strict au point (xg,yo)-
On pourra remarquer que
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V(u,v) € R? w? +uv+0? = (u+§



Exercice 2 : e3a 2025

Soit f la fonction définie sur R* muni de son produit scalaire canonique, par :
VX = (x’y,Z,f) € R4, f(X) = X2 +y2 +Z2 + t2

On cherche les extrema éventuels de la fonction f sous la contrainte : H = {X = (x,y,2,1) € R* x+y= 2}
et les points ou ces extrema sont atteints.
Premiére méthode

1. Déterminer les extrema de la fonction £ : (u, v, w) € R® = 2u® + v? + w? — 4u + 4.

2. Déterminer les solutions du probleme posé.

Deuxiéme méthode

Soitg: X = (x,y,2,1) eR* > x+y-2.

3. En utilisant la fonction g, déterminer les extrema possibles de f restreinte a H.
4. Retrouver les solutions du probleme posé.

Troisieme méthode

Soit F = {X = (x,y,z.t) eR*, x+y=0} et ¥ = (-1,-1,0,0) e R,

5. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et en donner la dimension.
6. Déterminer le sous-espace orthogonal du sous-espace F.

7. Calculer la distance d(Y, F') entre Y et le sous-espace vectoriel F.

8. Soit X ¢ R* Justifierque: X e H <= X+ Y ¢eF.

9. En déduire la structure de I’ensemble H.

10. Retrouver de nouveau les solutions du probleme posé.



Corrigé

Exercice 1 : CNC 2023

On consideére la fonction F : R? — R définie par : 0
Y(z,y) € R?, F(z,y) = 2® + zy +y* — 3z — 6y.

1. Quelques propriétés de la fonction F

1.1  F est une fonction polynomiale donc elle est de classe €2 sur R? et on a

af B af B _

1.2 (x0,y0) est un point critique de F' si et seulement si :

{ % (o,40) =0

%{: (20,y0) =0

ce qui est équivalent a
20 +yo—3 =0
Ty + 2y0 —6=0

ce systéme admet une solution unique (zg, yo) = (0, 3), qui est 'unique point critique de F. .
2. Etude de la nature du point critique (z,50)
2.1 Ona
0 f

0a?

o0 f

(z,y) =2, 920y

(z,y) =1

0 f
aaiyg(‘ray) =2

2.2 La matrice Hessienne de F' au point (zg, y) s'écrit

*f (z &% f
722 (%0,%0) 3705 (To,Yo) 2 1
Hp (z0,90) = ( 222 oy > = <

Wgy(ﬂﬁmyo) gyi (w0, y0) 1 2

son polynéme caractéristique est X2 — 4X + 3 dont les racines sont {1, 3}.
Hy (z0,y0) est symétrique réelle et admet deux valeurs propres strictement positives , elle est donc

symétrique définie et positive , par suite (zo, yo) est un minimum local.
3. Etude plus approfondie de I’extremum en question
3.1 Soit (z,y) € R?;on pose u = et v =y —3 donc x =u et y=v+ 3, on remplace dans F
Flz,y) = W+u(w+3)+@w+3)>=3u—6(v+3)
= w4 uw+3u+vi+6v+9—3u—6v—18
= W+w+vP-9

3.2 Ona F(zg,y0) = —9 donc

F(‘T7y)_F(IO7yO) = ’LL2+’U/U+’U2

2 2
9 v 3v
= QU= 4 — o
(u + u2+ 4>+ 1

( Jrv)?Jr?)vQ

= u —_ —_

2 4

par-suite #{x, y) = (xo,y0) > 0 pour tout (z,y) dans R? | cette inégalité est stricte si (z,y) # (2o, v0)

donc F' présente un minimum absolu strict au point (zg, yo).


 https://tinyurl.com/2qyzzrbd

Exercice 2 : e3a 2025

Soit f la fonction définie sur R* muni de son produit scalaire canonique, par :
VX = (z,y,2,1) € R, f(X) = 2% + ¢* + 2% +

On cherche les extrema éventuels de la fonction f sous la contrainte : H = {X = (x,y,2,t) € R* . +y = 2}
et les points ou ces extrema sont atteints.

Premiéere méthode

1. Déterminer les extrema de la fonction h : (u,v,w) € R® — 2u? + v* + w? — 4u + 4.

Solution: h est une fonction de classe C* car polynomiale. Pour (u,v,w) € R, on a Vh(u,v,w) =
(du — 4,20, 2w).

Ainsi, h a unique point critique : (1,0,0). Comme h est définie sur R qui est ouvert, c’est le seul
point le lequel h peut admettre un extremum local.

De plus, h(u,v,w) = 2(u — 1)* + v? + w? + 2 > 2 et ainsi, h(u,v,w) > h(1,0,0).

On a donc montré que h admet en (1,0,0) un minimum global. h n’a pas d’autre extremum (local
ou global) puisque n’a pas d’autre point critique.
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2. Déterminer les solutions du probleme posé.

Solution: Soit (z,y,2,t) € H. On a alors x = 2 — y et ainsi f(z,y,2,t) = (2 —y)? +y* + 2> +1? =
h(y, z,t).

On conclut que sous la contrainte H, f admet un minimum global en (1, 1,0, 0) qui vaut f(1,1,0,0) =
2 et n’admet pas de maximum global.

Deuxieme méthode
Soit g: X = (z,y,2,t) ER* >z +y — 2.

3. En utilisant la fonction g, déterminer les extrema possibles de f restreinte a H.

Solution: On applique la propriété d’optimisation sous contrainte ce qu’on peut bien faire puisque
f et g sont de classe C! sur 'ouvert R*.

De plus, pour tout (z,y,2,t) € RY, Vg(z,y,2,t) = (1,1,0,0) # 0 et Vf(z,y,2,t) = (22, 2y, 2z, 2t).

Soit w = (a,b,¢,d) € RY. Supposons que fjz admet en w un extremum. Alors, il existe A € R tel que
Vf(w) =AVg(w). Ainsi, 2a = X\, 2b= X, c=0et d =0.

On a donc w = (%, %,0,0). Comme w € H, cela donne A = 2 et finalement, w = (1, 1,0,0).

Dans la question suivante, on vérifie qu’en ce point, fjz admet bien un extremum.
4. Retrouver les solutions du probleme posé.

Solution: On peut reprendre le raisonnement de la question 2.

Troisieme méthode
Soit F'={X = (z,y,2,t) eRY,z+y=0} et Y =(-1,-1,0,0) € R%.

5. Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de R* et en donner la dimension.

Solution: Soit ¢ : (z,y, z,t) € R* = x +y.
¢ est linéaire car : soit (x,y,2,t,2',y/,2,t') ER® et A € R. On a

oA, y,2,t) + (2,9, 2/, 1)) pAx + ', Ay +y, Az + 2 M+ t)
A+ + Ay + o
Mo +y)+a' +y

= )\¢('T7 y7 Z? t) + (b(aj/? y/7 ZI? t)

On a F =ker ¢ : F est donc un sev de R* et comme ¢ est une forme linéaire non nulle, sa dimension
est 3.

6. Déterminer le sous-espace orthogonal du sous-espace F'.

Pace 9
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Solution: On peut supposer ici qu'il s’agit de travailler avec le produit scalaire canonique de R*.
On le notera (.|.).

Ona F = {X € R (X|Y) = 0}. Ainsi, Vect(Y) C F+. Mais, par théoreme du supplémentaire
orthogonal, dim F+ = 1, donc finalement, par égalité des dimensions, F' = Vect(Y)*.

7. Calculer la distance d(Y, F') entre Y et le sous-espace vectoriel F.

Solution: Par propriété du cours, en notant pp la projection orthogonale sur F, on a d(Y, F) =
IY = pr(Y)|| = [|Y]] puisque Y € F*.

Finalement, d(Y, F) = v/2.

8. Soit X € R*. Justifierque: X € H <= X +Y € F.

Solution: On note X = (z,v, 2, t).
On remarque juste qu'on a X € H ssi (z — 1)+ (y — 1) = 0 ce qui est bien équivalent & X +Y € F.

9. En déduire la structure de 'ensemble H.

Solution: H est un hyperplan affine de R* de direction F'.

10. Retrouver de nouveau les solutions du probléeme posé.

Solution: On a pour tout X € R, f(X) = || X][%
On cherche les éventuels max/min de T' = {||X||*, X € H}.

H est un sous-espace affine non réduit a un point donc n’est pas borné: ainsi, I' n’est pas majoré et
fr n'admet pas de maximum.

D’autre part, comme || X|| = [|X +Y — Y| et que lorsque X parcourt H, X + Y parcourt F, on a
aussi [ ={||f = Y|]* f € F}.

Enfin, par le cours, on sait que I' admet un minimum qui est d(Y, F)? et qui vaut donc 2. On sait
aussi par le cours que ce minimum n’est atteint qu’en un seul point qui est le projeté orthogonal de
Y sur F' c’est-a-dire en f = (0,0,0,0) et X = —Y. Cela montre que fy admet un minimum local,
que celui-ci vaut 2 et qu'’il est atteint uniquement en (1,1,0,0).
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