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Probabilités dicretes infinies

Exercice 1 (Oral CCP 2015)

k Xk 1

On admet, dans cet exercice, que : V g € N*, Z ( )xk_q converge et V € |—1,1], ( )xk_q = W.
q -

k>q

Soit p €10,1[ et r € N*.

On dépose une bactérie dans une enceinte fermée a l'instant ¢ = 0 (le temps est exprimé en secondes).
On envoie un rayon laser par seconde dans cette enceinte.

Le premier rayon laser est envoyé a l'instant ¢ = 1.

La bactérie a la probabilité p d’étre touchée par le rayon laser.

Les tirs de laser sont indépendants.

La bactérie ne meurt que lorsqu’elle a été touchée r fois par le rayon laser.

Soit X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la bactérie.

1. Déterminer la loi de X.

2. Prouver que X admet une espérance et la calculer.

Exercice 2 (Oral CCP 2015)

Soit A € 10, +o0].
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*.

On suppose que Vk € N*, P(X =n) = nn+ D(nt2)
1

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(z) = eI ER

2. Calculer A.
3. Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

4. X admet-elle une variance ? Justifier.

Exercice 3 (Oral CCP 2015)

Soit N € N*.
Soit p €]0,1[. On pose ¢ =1 —p.
On considére N variables aléatoires X1, Xo,- -+ , X définies sur un méme espace probabilisé (2, T, P),

mutuellement indépendantes et de méme loi géométrique de paramétre p.
1. Soit ¢ € [1, N]. Soit n € N*.
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).
2. On consideére la variable aléatoire Y définie par ¥ = 1m_inN(Xi).
c’est a dire Yw € Q, Y (w) = min (X3 (w),- -+ , Xp(w)), min désignant « le plus petit élément de ».
(a) Soit n € N*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).

(b) Prouver que Y admet une espérance et la calculer.
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Exercice 4 (Oral CCP 2015)

k =X [k 1

On admet, dans cet exercice, que : Vg € N*, Z 2F~9 converge et Va € ]-1,1], [P
q q (1 —z)att

k2q k=

Soit p € ]—1,1].

Soit (€, A, P) un espace probabilisé.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, A, P) et a valeurs dans N.

On suppose que la loi de probabilité du couple (X,Y") est donnée par :

(Z) (é)nf’“ —p)"sik <n

P((X=k)ﬂ(Y=n))={
0 sinon
1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. (a) Déterminer la loi de Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer l'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

Cuelle prababilité ai-je
de tirer la plus grosse
SOuris du premier coup ?
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Corrige

Exercice 1

1) X(Q) = [r,+ool. Soit 1 > r. L’événement {X = n} est réalisé si et seulement si la bactérie a été touchée exactement
T — 1 fois au cours des n — 1 premiers tirs et est touchée au n-éme tir.

La probabilité de I’événement « la bactérie a été touchée exactement r — 1 fois au cours des n — 1 premiers tirs » est

n—1
obtenue a partir d’un schéma de BERNOULLI de paramétres n — 1 et p : elle est égale a (r 1>pr_1 (1—p)m=D=0=1)

et donc

—1 —1
Vn>r1 P(X=n)= (?_ ] )pr1 (1 7p)(n71)*(r71) Xp= (1:_ )pr“ — ).
2) L’espérance de X est

“+oo ] |
X) ZZHP(XZH Zﬂ Tlr)gprﬂ -p)T ZYPTZ xﬁp%] —-p) T

T+OO n n—r T 1
= 3 () =

—p))rH!
T
= — < +o0.
P
Donc, X admet une espérance et E(X) = i
Exercice 2
1 a b c
1) Il exis is réel Is R —1,-2LRx)=——F—— = —
) Il existe trois réels a, b et ¢ tels que Vx € R\ {0,—1,—2}, R(x) xrTxt2) x+x+1+x+2
. 1 1
o=l R = om0y T2
. 1
o b= lim e DR = gy o g —
1 1
= 1l 2)R(x) = =-.
* ¢ = tim, I IR = g 1) 2
1 1 1 1
R\{0,~1,-2), — - .
Vx € RA{0,—1,-2), x(x+1)(x+2) 2x x+1+2(x—|—2)
LR
2)P N e N* Hn = —.
) Pour N € N*, on pose Hn HZ:]TL
N L N N
r; m+1) n+2):EnZ:17_1_g En: n+2
1 1 1 1
ZzHN<H N ) (HN15+N+1+N—+2>
1 1 1
= 1—=—= 1 = - 1).
N—+o00 2 4+ () N—>+oo4+0()

A
Pulbque1—ZPX n —Azmzz,onobtientA:4. e
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] +o00 +o00 4 +o0 1 1
=2 WX = =) ey T (77 +02)

1
=4 x 7 (série télescopique)

=2.

4) X admet une espérance. Donc, X admet une variance V(X) = E (Xz) —(E(X))? si et seulement si X? admet une espérance.

4in
Orn’P(X=n) = M+ 1) M+2) nooon

X n’admet pas de variance.

> 0 et donc la série de terme général n?P(X =n), n € N*, diverge. La variable

Exercice 3
1) Soit i € [1,N]. Soit n € N*.

puis P(Xi >n)=1—P(X; <n)=q™.
2) a) Soit n € N*. Y >n & Vi € [1,N], X; > n. Donc, I'événement {Y > n} est 'événement {X; >n}N...N{Xn > 1}

Puisque les variables X7, ..., XN sont mutuellement indépendantes,
N
PY>n)=P((X;>n)n...n(Xn>n)) =[P (Xi>n)
k=1
—_ qu .

On en déduit que P(Y < N) =1—q™N

Ensuite,sin > 2, P(Y=n) = P(Y> n—1)—P(Y>n)=qm DN _gqN = gn=DN (1 — qN) ce qui reste vrai pour n =1
car P(Y —1)—P(Y<1)—1—q

vne N, P(Y=n)=q™ N (1-q").

+o0 +oo
b) E(Y)=) nP(Y=n)=(1-¢") ) n (@)™ avec qN €0, 11.
= n=1
1 +oo
On sait que pour tout réel x de ]0, 11, T~ Z x™ puis par dérivation terme a terme, licite dans U'intervalle ouvert de
convergence =0
+oo ]
—1 _
vxel =11, Y nx™ ! = =5
n=1
Donc,
N 1 1
E(Y)=(1-q") = < 400

Y admet une espérance a savoir E(Y) =
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Exercice 4

1) e V(k,n) € N2, P(X=K) N (Y =mn)) > 0.

e Soit n € N.
“+00 n n n n
Y P(X=KN(Y=n))=> (1]1) G) p(1—p)* = (E) p(l—p)" ) (k> =p(1—p)" < 400
k=0 k=0 k=0

puis

Donc, la famille (P((X =%k) N (Y =n))),

k,mn

On a donc bien défini une loi de probabilité.

2) a) Soit n € N.

“+00 n n
PY=n)=) P(X=KN(Y=n))=) (2) G) p(1—p)"=p(—p)™
k=0

k=0
b) Posons Z=1+Y. Z(Q) = N*. Pour n € N*,

PO+Y=n)=PY=n—-1)=p(1—p)™ .
Donc, 14 Y suit une loi géométrique de paramétre p.

1 1—
c¢) On sait alors que E(Y)=E(Z—1)=E(Z)—1= E —1= Tp

3) X(Q) = N. Soit k € N.

+oo ©om\ /1" 1-p\“ & ) (1-p\" "
PX=Kk) =Y P(X=KN(Y=n)=Y (k) (5) pll=p)"=p (T) (k> (T>
n=0

n=%k

1—p\* 1 1— 1
p< > > ( T (car0<T<z<1)

(20 () =5 ()
P2 T+p ETAES




